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Vorwort. 



Vorliegende Grundlinien der neueren Geometrie sind für 
den ersten Unterrieht in diesem Zweige der Mathematik be- 
stimmt. Die ganz elementare Entwickelung des Gegenstandes 
dürfte nebenbei in besonderen Fällen Lehrer der Geometrie 
veranlassen, einige Partien oder Sätze der neuern Geometrie 
in den zeither üblichen Unterrichtscursus mit aufzunehmen. 
Nähere Andeutungen hierüber zu geben halte ich für über- 
flüssig. 

Ich habe mich bemüht, das noch einigermaassen zer-. 
streute Material der neuern Geometrie in einer für deren erstes 
Studium angemessenen Weise zusammenzustellen. Bei den 
verschiedenartigen Richtungen, welche die Forschungeil auf 
diesem Gebiete verfolgen, ist es nicht leicht, eine einheitliche 
Darstellung zu gewinnen. Gleichwohl ist für eine erste Un- 
terweisung in einem fremden Gebiete nichts nothwendiger, als 
dieses, und man muss deshalb das Streben, möglichst allseitigen 
Ueberblick über das ganze Gebiet zu geben, häufiger zurück- 
drängen, als man sonst ohne diese Rücksicht und einzig in 
Hinblick auf eine gewisse Vollständigkeit oder gar Erschöpf- 
ung des vorliegenden Materials sich vornehmen würde. 

Von den Beziehungen, in welche die geometrischen Figuren 
durch die Lehren der neueren Geometrie zu einander gebracht 
werden, habe ich die metrischen einer vorzugsweisen Be- 
rücksichtigung unterworfen, weil ich der Meinung bin, dass 
von dem dadurch gewonnenen Standpunkte aus der erste Ein- 
gang in das Gebiet der neueren Geometrie der leichtere ist. 
Ich glaube nicht, diese Ansicht noch besonders vertheidigen 
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zu müssen, verhehle mir allerdings auch nicht, dass ich hierin 
vielleicht Widersacher finden werde, welche die gegebene Dar- 
stellungsweise als eine dem Geiste der neueren Geometrie 
fremdartige verbannt oder wenigstens nicht so hervorgehoben 
sehen möchten. Ich halte letztere für eine irrige Ansicht, die 
mit noch andern damit verwandten aus der nicht eben selten 
anzutreffenden Verwechslung von „Geometrie der Lage'' mit 
„neuerer Geometrie" hervorgegangen sein kann. Wenn für 
erstere als einem TheUe der ietctereu eine entschieden rein 
geometrische Darstellung verlangt wird, so ist dasselbe doch 
nicht nöthig für die neuere Geometrie im Allgemeinen. *) 

Der oben ausgesprochene Zweck brachte es .von selbst 
mit sich, dass ich mich bei der Auswahl und Darstellung dfes 
Materials zu vorliegenden Grundlinien an die Schriften und Ori- 
ginalarbeiten von verhältnissmässig nur wenig Mathematikern, 
die auf diesem Felde der Literatur einen längst anerkannten 
Namen besitzen, gehalten habe. Schon eine flüchtige Durch- 
sicht des Büchleins wird erkennen lassen, dass namentlich 
der barycentrische Calcul, sowie die späteren Abhand- 
lungen desselben Meisters auf diesem Gebiete, welche grossen^ 
theils den Abhandlungen und Berichten der E. S. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Leipzig eingereiht sind, mir vorgelegen 
haben. Ausserdem ist, insbesondere im vierten Capitel, thdi- 
weise auch im dritten und sechsten das vortreffliche Werk von 
Chasles: Tratte de Geometrie Superieure henutzi \^x>rden. Das 
gleichfalls rühmlichst bekannte bis jetzt leider unvollendete 



*) Wie künstlich übrigens eine streng geometrische Darstellung der 
Geometrie der Lage ausfallt wird Jeder an der inihrerArt sovortreff- 
liehen ,)Geometrie der Lage" von v. St au dt (Nürnberg, 1847, wozu neuer- 
dings eine in demselben Sinne verfasste Fortsetzung unter dem Titel: „Bei- 
träge zur Geometrie der Lage " 1856 ei'schienea ist) erkannt haben und der 
genannte Herr Verfasser würde wohl selbst gegen eine Erklärubg, dass sein 
System für den ersten Unterricht oder zur Einführung in das Gebiet der 
neueren Geometrie nicht zu wählen sei , wenig elHzuwenden haben. Jeder 
Andere aber wird sich^ wenn noch nöthig, davon überzeugen können, wenn 
er z. B. die in der genannten Schrift S. 43 gegebene Erklärung der harmo- 
nischen Lage von vier in einer Graden liegenden Punkten vergleicht und 
sich fragt, ob diese Definition zugleidi ein^n naturgetnässen Weg feur Auf^ 
Stellung des definirteu Betgrlfifes in aiek enthält. 
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Werk von Steiner: ^^ Systematische Entwickelung der Ab- 
hängigkeit geometrischer öestalten^^ etc. hat in den die Kegel- 
€iehziitte und den Kreis betreffenden Capiteln mir reichhaltige 
Vorlagen gegeben^ doch musste ich^ um den Umfang dieser 
Chii&dlinien nicht zu gross werden zu lassen^ einstweilen davon 
absehen y dieses schon sehr umfängliche Material mit aufzu- 
nehmen. Sollte die Darstellung des bis dahin aufgenommenen 
Inhalts einige Anerkennung finden und dem Büchlein freund- 
liche Aufnahme bereiten^ so dürfte sich mein Wunsch, in die- 
sem Sinne eine Fortsetzung davon zu geben, leicht in Aus- 
führung bringen lassen. 

Obwohl ich in eine nähere Auseinandersetzung der For- 
men, welche ich bei Entwickelung und Einkleidung der be- 
treffenden Sätze gewählt habe, hier nicht eingehen kann, son- 
dei*n eine vorläufige Durchsicht des Inhalts empfehle, so will 
ich doch über einzelne Punkte eine kurze Erläuterung noch 
beifügen. 

Das Princip der Zeichen habe ich nach dem Vorgange 
von Herrn Mob ins, welcher dasselbe zuerst und in allen 
seinen Schriften consequent durchgeführt und beibehalten hat, 
streng beobachtet. Für das Weitere darüber möge man das 
erste einleitende Capitel vergleichen. 

Die symbolische Bezeichnung des Doppelverhältnisses 
habe ich dem barycentrischen Calcul entnommen und dersel- 
ben auch die symbolische Bezeichnung der im fünften Capitel 
erörterten absoluten Doppelverhältnisse und der Doppelwinkel 
angepasst, bin also von der spätem, vom Herrn Möbius in 
seiner „Kreisverwandtschaft" gegebenen Bezeichnung etwas 
abgewichen, was mit Bücksicht auf Gleichmässigkeit in 
der Bezeichnungsweise sich wohl rechtfertigen lassen wird. 
Eine entsprechende symbolische Bezeichnung habe ich auch 
für die Involution angegeben, musste mich aber in dessen Ge- 
brauche etwas beschränken, weil ich zugleich einen etwas 
zusammengesetzteren Algorithmus für diese Bezeichnungs- 
art hätte einfügen müssen, wovon aber aus anderweitigen Rück- 
sichten vorläufig noch abzusehen war. 

Dass die Verwandtschaft der Beciprocität der CoUineation 
nicht mit beigefügt worden ist, dafür sind in einer Schluss- 
bemerkung die Gründe angegeben worden. 
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Sollten Torliegende Grundlinien etwas zur Anregung für 
das Studium der neueren Geometrie mit beitragen und nament- 
lich zu näherer Einsieht und gründlichem Studium der Original- 
Schriften und Werke bereits oben genannter Meister der Wissen- 
schaft Möbius, Stein er, Chasles, y. Stau dt Veranlassung 
geben, so könnte der Zweck dieser Blätter als hinlänglich er- 
reicht bezeichnet werden. An einer eleganten Ausstattung 
derselben hat die Verlagsbuchhandlung ersichtlicher Weise es 
nicht fehlen lassen. 

Dresden, im Noyember 1857. 
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Erstes Capitel. 
Einleitung. 

Princip der Zeichen und dessen Anwendung auf Abschnitte einer Gra- 
den, auf Winkel und Flächenräume einer Ebene. §.1 — 24. 

Zweites Capitel. 
Von den Doppelverhältnissen. 

§. 25. Erklärungen. 26. Relative Lage der vier Punkte eines D -V. 
27. 28. 29. Beziehungen zwischen D-VV. derselben 4 Punkte. 30. D-V. 
bei 6 Punkten. 31. Beziehungen zwischen 3 D-W.bei 5 Punkten, 82. D-V. 
bei ?i Punkten einer Graden. 33. D-W. von 4 Graden. 34. Beziehungen 
zwischen den D-VV. derselben 4 Graden. 35. Beziehungen der D-W. von 
4 Graden und 4 Punkten. 36. Folgesätze. 37. Relationen zwischen D-W. 
auf 5 Graden. 38. Lehrsatz. 39. Andere Ausdrücke für D-W. zwischen 
4 Punkten oder Strahlen. 40. Zurückführung eines D-V. auf ein einfaches. 
41. Constcuction des 4. Punktes oder Strahles eines D-V. 

Drittes Capitel. 
Das harmonische Terhältniss. 

§. 42. Definitionen. 43. Theilung eines Abschnitts nach einerlei Ver- 
hältniss. 44. Zusätze , Lagenverhältnisse von 4 harmonischen Punkten. 
45. Erklärung. Harmonisches Strahlenbüschel. 46. Harmonische Lage von 
4 Strahlen in besondern Fällen. 47. Metrische Verhältnisse bei 4 harmo- 
nischen Punkten oder Strahlen. 48. Andere Ausdrücke für das harmonische 
Verhältniss. 49 — 53. Ausdrücke und Relationen für das harmonische Ver- 
hältniss unter Zuziehung eines beliebigen 5. Punktes. 54. Ausdrücke un- 
ter Zuziehung zweier beliebigen Punkte. 55 — 59. Bestimmung eines 
harmonischen Punktes oder Strahles, wenn die andern drei oder deren 



— vin — 

stellvertretende Elemente g^egeben sind. 60. Harmonische VerhSltnisse 
am vollständigen Vierseit und Viereck. Ol. Definitionen (vollständige Fi- 
guren betreffend). 62. Anderer Ausdruck des Satzes in 60. 63 — 64. Con- 
struction eines 4. harmonischen Punktes oder Strahles. 



Viertes Capitel. 
Von den Involutionen. 

§. 65. Definition von InvoUit)o9* 6^ ZiehrsatB. 67. Vier andere In- 
volutionsgleichungen. 68. Lehrsatz. 67. Symbolische Ausdrücke für die 
Involution. 69. Zusammenstellung der bisherigen Involutionsgleichnngen. 
70. Noch andere die Involution bezeichnende Ausdrücke. 71. Lagenver- 
hältnisse von 3 in Involutio^ stehenden Punktepaaren. 72. Involution zwi- 
schen mehr als 3 Punktepaaren. 73. Centralpunkt 74. Lage des Central- 
punktes. 75. Bedeutung des C^tMlpuftktes für 3 und mehrere involuto- 
rische Paare; dritte Definition der Involutiony^ 76, L^säytze. 77. Be- 
stimmung des Centralpunktes. 7S. Doppej^ponkte dev Involution« 79. Har- 
monie der Doppelpunkte mit den involutorischen Punktepaaren. 80. Invo- 
lution der Doppelpunkte mit vier zu allen möglichen Paaren combinirten 
Punkten. 81. Lehrsatz. Der Oentralpunkt in der Mitte zwischen beiden 
Doppelpunkten. 82. S7m.m^tcis,che Involution. 83. Qonstruction der Dop- 
pelpunkte. 84. Construction des 6. Punktes der Involution. 85. Involu- 
torische Strahlenbüachel. 86. Folgesätze. 87. Doppebtrahlen eines invo- 
lutorischen Strablenbüschels^ 89.. Folgesätze. 90 — 98. Lehrsätze und 
anderweitige Invohitionsglcichu^gett. 99. Aufgaben. 100. Involutioaeit 
am vollständigen Viereck imd Vierseit. 



Fünftes Capite). 



Geometrische Dentnng und OonfttruotioB imaginärer Wertha 
nnd Formen; complexe Doppelverhaltnisse und 

Involutionen. 

§. 101. Vorbemerkungen. 10^. Richt^ngsfactor eii\er Strecke. 103. Be- 
sondere Werthe des Rlchtungsfkctors. 104. Zusätze. 105. Lehrsatz. 106. 
Zusätze. 107. Beduction eine» Vierecks auf ei« Dxeieok. 108. Zusätze. 
109. Einfache Verhältnisse zwüscheoi complexen Abschaitlei» und Conatmc- 
tion eines complexen Verhältois^es. 110. Zusätze. lU. ComplexeaD-V. 
112. Symbolische Bezeichnung eines complexen D-V. 113. D^VV. und 
Doppel Winkel derselben 4 Punkte einer Ebene. 114. Znsätflse. 115. Com- 
plexe P-VV. bei 5 und mehreren Punkten einer Sbene. HO. Zarückfülurang 
eines complexen D-V. auf ein ein einfachee; Beispiele. 117. Beispiel nüt 
5. D-VV. und Doppelwinkeln und Angabe. 118. Coinslaruction dee 4. Pank>^ 
tes eines complexen D-V., wenn 3 Punkte und deir Werth desaeU^a gege- 
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ben sind. 139. Zusätze und Folgerungen. 120. Besondere Fälle. 121. Har- 
monische Lage von 4 Punkten einer Ebene. 122. Construction. des 4. har- 
monischen Punktes zu drei gegebenen der Ebene. 123. Constr. zweier zu- 
geordneter harmonischer Punkte , wenn in der Ebene die beiden andern 
und die Mitte der gesuchten gegeben sind. 124. Bestimmung imaginärer 
Durchschnittspunkte eines Kreises und einer ausserhalb desselben liegen- 
den Graden. 125. Imaginäre Durchschnittspunkte, gemeinschaftliche Sehne, 
Chordale zweier und mehrerer Kreise. 126. Involution von sechs Punkten 
einer Ebene, complexes Dreieckschnittsverhältniss. 127. Auflösung und 
geometrische Bedeutung der Gleichungen B des §. 120. 128. Centralpunkt 
involutorischer Punkte einer Ebene. 129. Construction des Centralpunktes 
130. Zusätze und Folgerungen. 131. Doppelpunkte der Involution. 132.Be- 
sondere Fälle der Involution von Punkten einer Ebene. 



Sechstes Capit.el. 
Von den geometrischen Verwandtschaften der Figuren. 

§. 133. Vorbemerkungen. 134. Erklärungen. 135 — 140. Lehrsätze, 
bezüglich der Collineation von Punktreihen und Strahlbüscheln. 141. Me- 
trische Verhältnisse und Gleichungen für die Collineation zweier Punkt- 
reihen oder Strahlbüschel. 142. Geometrische Bedeutung und Construc- 
tion der Constante X, 143. Anderer Ausdruck für die Collineation der 
Punkte zweier Graden. 144. Dritter Ausdruck für die Collineation gerad- 
liniger Punktreihen. 145. Zusätze. 146. Vierter Ausdruck für die Colli- 
neation geradliniger Punktreihen. 147. Allgemeinste Gleichung der Colli- 
neation zweier geradliniger Punktreihen. 148. Metrische Relation für colli- 
neare Strahlenbüschel. 149. Collineare Punktreihen auf einer und derselben 
Graden. 150. Zusätze. 151. Doppelpunkte ähnlicher, einstimmig gleicher 
und symmetrischer Reihen. 152. Bedingungsgleichungen für das Zusam- 
menfallen der beiden Doppelpunkte in einem einzigen. 153. Eigenthüm- 
lichkeiten zweier coUinearer Theilungen derselben Graden, wenn deren 
Doppelpunkte imaginär sind. 154. Anderweite Gleichungen für die colli- 
neare Theilung einer Graden. 155. Involutorische Theilung einer Graden 
als besonderer Fall der coUinearen Theilung. 156. Zusätze. 157. Involu- 
tionen von Punkten zweier auf einer Graden liegenden collinearen Punkt- 
reihen. 158. Lehrsatz. 159. Construction der Doppelpunkte Ä, F und des 
Mittelpunktes derselben. 160. Collineare Strahlbüschel mit demselben 
Mittelpunkte. 161. Collineation ebener Figuren. 162. Unendlich entfernte 
Punkte und Grade coUinearer Figuren. 163. Geometrische Bedeutung der 
Constanten X und \t, der Gleichung (a) in §. 161 und Folgerungen. 164. Me- 
trische Verhältnisse an collinearen Figuren. 165. Flächenrelationen. 166. 
Construction coUinearer Figuren. .167. CoUinear (perspectivisch) liegende 
Figuren; Lehrsatz. 168. Erklärungen und Zusätze. 169. Construction 
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co i tine ar liegeader Flgiireii , «b^lcttet aiu der aUgemeinen CoiMtmetioii 
ooilia«fljner Fi|;vreii. 170. Metrisd&e Relationen bei ooHinear liegenden Fi- 
goren. 171. CoUinenre Inrolntion ebener f^gnren. 172. Affinitit ebener 
8j«leflie. 173. Gleicfabeit ebener Figuren. 174. Aehnlicbkeit geradliniger 
osd ebener Systeme. 175. Aebnüchgleichbeit geradliniger nnd ebener 
SyHeme. 178. Stellang beliebiger collinearer Figuren einer Ebene in colU- 
neare Lage su einander. Scbhmbemerkungen , die BeeiprocitSt nnd Kreis- 
TerwaadtMhoft betreffend. 
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Erstes Capitel. 
Einleitung. 



§.1. 

jyiit der Bezeichnung AB als der Zusammenstellung des Anfangs- - 
und Endpunktes einer begrenzten Graden oder einer Strecke soll 
nicht blos die Länge des zwischen A und B enthaltenen Stückes 
der Graden, sondern auch die Eichtung desselben in sofern an- 
gegeben werden , als man sich vorstellen kann , dass AB durch die 
Bewegung des Punktes.-^ nach B erzeugt worden ist. Dagegen 
soll BA die durch Bewegung von B nach A entstandene Strecke, 
welche ebenso gross als die vorige ist , aber entgegengesetzte 
Richtung hat, bedeuten. Mit Anwendung der entgegengesetzten 
Vorzeichen auf Strecken von entgegengesetzter Richtung hat man 
daher 

i BAr=::~AB oder 

\ AB + BA = 0. 

§.2. 

Liegen die Punkte A^ B, C in einer Graden, so hat man für 
jede Aufeinanderfolge derselben 

iAB+ BC+CA = 0, und hieraus 
AB-^AC—CB 
AB — CB = AC. 
Der dritte Punkt C kann gegen die beiden erstem A und B nur 
drei verschiedene Lagen haben, nämlich 1) ausserhalb der Strecke ^j5 
auf der Seite von B , wobei die Aufeinanderfolge der Punkte Aj By C 
ist; oder 2) ausserhalb der Strecke AB auf der Seite von A, wobei 
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die Aufeinanderfolge der Punkte Cy Ay B ist; oder 3) zwischen A 
und B , wobei die Aufeinanderfolge der Punkte Ay C, B ist. Nimmt 
man nun für alle drei Falle die Kichtung von A nach B als die po- 
sitive an , so hat man im ersten Falle 

AB + BC=AC 
aber AC=^ — CAy folglich 

AB + BC+CA = 0. 
Im zweiten Falle hat man 

, CA + AB = CB = — BCy 
folglich 

CA + AB + fiC=0. 
Im dritten endlich 

AC+CB — ABy 
oder —CA — BC= ABy 

folglich ebenfaUs AB + BC+CA = 0. 

Bezüglich des zweiten und dritten Falles kann man auch , die 
Kichtigkeit der Gleichung für den ersten vorausgesetzt, sagen : Da 
die Reihenfolge der Punkte des ersten Ay By C in die des dritten 
Ay Cy B übergeht , wenn man B mit C und C mit B vertauscht , und 
diese wieder in die zweite C, Ay B y wenn man A mit C und C mit 
A vertauscht, diese Vertauschungen aber in dem Resultate 

AB + BC+CA = 
des ersten Falles nichts ändern; so gilt der Satz auch allgemein für 
alle drei Fälle. 

Die beiden andern unter II. aufgeführten Beziehungen erge- 
ben sich nach I. unmittelbar aus der so eben erwiesenen. 

§.3. 

Zusätze, l) Die zweite unter IL enthaltene Gleichung lässt 
auch folgende Fassung zu. Ist die Lage des Punktes A durch seme 
Entfernung von irgend einem Anfangs - oder Nullpunkte Q gegeben 
und will man denselben auf einen andern Nullpunkt Q' beziehen, so 
hat man hierzu immer 

1) Q^ = &A — Q'Q 

wie auch die gegenseitige Lage von f), Q' und A in der Graden sein 
möge. (Veränderung des Coordinatenanfangs.) 

2) Ebenso lässt sich jede Strecke AB durch die Entfernungen 
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I 

ihrer Endpunkte von einem gemeinsamen Anfangspunkte Q wie folgt | 

ausdrücken. | 

2) AB — QB — QA. \ 

i 
§.4. 

Sind A^ B y C^ , . : N beliebige Punkte einer Graden in irgend 
welcher Aufeinanderfolge , so ist stets 

III. AB + BC + ...+ NA=zO. 

Nimmt man nämlich an , der Satz habe Giltigkeit für eine ge- 
wisse Anzahl m Punkte A^ B^ C, . , . L, M^ dass also 

AB + BC+... + LM+MA = 0, 
so folgt , dass , wenn man noch einen Punkt N hinzufügt , für den 
man. nach II. 

AM + MN + NA=0 
hat, auch 

AB + BC+... + LM+MA + AM + MN+NA = 0, 
oder weil MA + AM=o, 

AB + BC+...+LM+MN+NA=:0 
ist ; d. h. gilt der Satz für m Punkte einer Graden , so ist er auch 
für m+l Punkte, folglich allgemein richtig , da er für drei Punkte 
erwiesen ist. 

§. 5. 

Sind A und A' zwei Punkte einer Graden, bestimmt durch ihre 
Entfernungen QA und QA! von einem gemeinsamen Anfangspunkte, 
femer M der Mittelpunkt der Strecke AA!, so ist immer 

3) ^^±^=QM, 



4) QA . QA' = QJIP—MA^= QM*— MÄ^, 

Man hat nämlich für die 3 Punkte Q, M, A 

QA = QM+MA, 
ebenso für Q, M, ^ 

qa:='Q^+ma\ 

endlich für A^ M^ Ä ^ 

MA = — ma:. 

Addirt man die beiden ersten Gleichungen , so erhält man mit 
Berücksichtigung der dritten 

QA + Qa: = 2QM, 

1* 
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und durch Multiplication der beiden ersten 

§.6. 

Sind A,A\B, B' Punkte einer Graden, M und N die Mitten der 
Abschnitte AA' und BB\ so ist immer 

AB + J]^ AB' + A'B 

5) = ' =MN, 

^ 2 2 

Denn bezieht man die Punkte auf einen gemeinsamen Anfangs- 
punkt Q , so ist 

folglich Q»-OM=MN= 0^+0''-0^^ ^, 

aber QB—QA = AB, QB^ — QÄ z=^ J! B\ 

desgl. QB—QÄ~ÄB, . QB' — QA = AB' , 

mithin MN = == . 

2 2 

§. 7. 

Sind A^ B, C, D vier Punkte einer Graden in beliebiger Auf- 
einanderfolge , so ist immer 

IV. AB.CI) + BC.AD+CA.BD = 

Beweis. Es ist 

AB = AD + DB, BC==zBD + DCy CA=zCD + DA', 
multiplicirt man der Eeihe nach diese Gleichungen mit CZ>, AD^ BD, 
also : 

AB . CD = AD .CD + DB. CD, 
BC.AD = BD, AD + DC . AD, 
CA . BDz=z CD. BD + DA. BD, 

addirt dieselben und berücksichtigt man , dass AD . CD + DC . AD 
= u. s. w. ist , die sechs Producte also auf der rechten Seite sich 
zu je zweien aufheben, so erhält man 

AB.CD + BC.AD+CA.BD = 0*) 



*) Zur Bildung dieses Ausdrucks fügt man der gleichgerichteten cyk- 
lischen Folge der Buchstaben A, B, C 

ABC BGA GAB 
den vierten D an ein und derselben Stelle bei , also 
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§.8. 

Sind Ay B, Cy JD vier beliebige Punkte einer Geraden,, so ist 
bei jeder Aufeinanderfolge derselben 



V. AB . CD* + BC. AD^+CA .BD'^^ — AB. BC.'CA 



oder 



AD^ 



+ 



BD^ 



+ 



CD' 



= 1. 



Fig. 1. 



AB . AC ' BC.BA ' CA. CB 
Beweis. Multiplicirt man die Gleichungen 

AB = AD + DB 

BC = BD + DC 

CA = CD + DA 
mit einander, und berücksichtigt dabei, dass beispielsweise AD . DA 

= — AD* und AD + DB = AB ist, so ergiebt sich obiges Resultat 
ohne Weiteres. 

Der Satz behält seine Giltigkeit, auch wenn einer der vier 
Punkte z. B. i> ausserhalb der Graden liegt , in welcher die drei 
andern enthalten sind. 

Denn (Fig. I) fällt man von D &uf AB 
das Perpendikel D£, so hat man 

A&—C^='AE*—C^={AE-CE){AE+C£r} 

= AC{AE+CE), 

AD*^B^z:^ÄE*^'BE'={AE''BE){AE+BE) 

= AB(AE+BE). 
Hieraus folgt weiter 

(ÄD*—CD^) AB — AB. AC {AE + CE), 

(ÄD'^—BD*)AC=:AB.AC{AE+BE) 
und nach Subtraction beider Gleichungen von einander 

AD*. CB — CD*. AB + Jd*. AC = AB.AC. CB, 

oder AB.CD* + BC. AD*+ CA. BD*= — AB . BC . CA. 

Wenn man hierbei die CD als Halbirungslinie des Winkels 




ABCDy BCAD, CABD, 
oder ABDC, BCDA, CADB u. s. w., 

setzt zwischen die beiden mittleren Buchstaben das Multiplicationszeichen 
u. 8. w. Dieser Ausdruck kann übrigens als der besondere einer viel all- 
gemeineren Belation zwischen Systemen von Punkten in Einer Graden dar- 
gestellt werden« 
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ADB oder des Nebenwinkels davon annimmt, oder wenn C der 
Halbirungspnnkt des Abschnittes AB ist, wenn femer ausserdem 
für diese besondem Fälle noch AD = BD u. s. w. vorausgesetzt 
wird ; so ergeben sich aus vorstehender Gleichung mehrere bekannte 
Sätze det Elementargeometrie. 

Aus der Gleichung V. lässt sich noch eine zweite bemerkens- 
werthe Belation bezüglich vier beliebiger Punkte A^ B, (7, D einer 
Graden ableiten. Nach Y. hat man nämlich 



AB . CD* + BC . AD* + CA . BD* + AB . BC.CA = 0, 

BC.'D^ + CD.R^ + DB. C^+ BC.CD.DB = 0, 

CD.AB* + DA. C¥+AC . DB*+ CD . DA . AC = 0, 

DA. 10* + AB. DC*+BD . AC* + DA. AB .BD = o. 

Addirt man die erste und dritte und subtrahirt davon die zweite 
und vierte, so ergiebt sich 
VI. AB.BC.CA — BC.CD.DB + CD.DA.AC—DA.AB.BDz=o^ 

oder 

AB . BC . CA = DA . AB . BD + DB . BC . CD + DC . CA . AD. 
Man vergleiche hiermit §. 23 11. 



§.9. 

Sind durch AA^^ BB^ oder türzer durch a und b die positiven 
Richtungen zweier Graden in ein und derselben Ebene bezeichnet, 
so soll unter AA'^BB* oder kürzer a^b der Winkel oder der Eich- 
tungsunterschied derselben, d.h. diejenige Grösse.der 
Drehung verstanden werden, welche die im Ausdruck 
zuerst genannte Grade AA* oder a um den gemeinsamen 
Durchschnittspunkt beider in einem gewissen (positi- 
ven) Sinne, z. B. von der Hechten nach der Linken 
machen müsste, wenn ihre positive Richtung mit der 
positiven Richtung der andern Geraden BB' oder b zu- 
sammenfallen sollte. 

§. 10. 

1) Fallen die positiven Richtungen beider Graden in eine Grade 
zusammen , so kann man sich vorstellen , dass die eine Grade noch 
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gar nicht gedreht worden ist , oder eine , zwei . . . n volle Umdreh- 
ungen von 360° in irgend einem Sinne gemacht hat , d. h. der Win- 
kel beider Graden ist = 0, oder = n , 360°, oder nach einer andern 
bekannten Bezeichnungs weise =0, = nTt, wobei n jede ganze po- 
sitive oder negative Zahl einschliesslich der bedeutet. Man hat 
somit AÄ'^AÄ = = 2 n TT. Hieraus geht hervor, dass in der gegen- 
seitigen Richtung. zweier Graden nichts verändert wird, wenn man 
dem Winkel derselben eine Anzahl voller Umdrehungen in irgend 
einem Sinne oder Hh n . 360 ° hinzufügt. Eine oder mehrere 
volle Umdrehungen sollen daher auch, insofern deren 
Hinzufügung in der gegenseitigen Eichtung der Gra- 
den nichts verändert, gleich gerechnet werden. 

2) Liegen die beiden Graden mit ihren entgegengesetzten Rich- 
tungen aufeinander, so ist der von ihnen gebildete Winkel = 180°; 
d. h. es ist AÄ'^ÄÄ — 180° (= n\ 

3) Sind zwei Grade einander parallel , so sind ihre positiven 
Richtungen entweder gleich oder entgegengesetzt, d. h. wird die. 
eine Grade sich selbst parallel verschoben, bis sie mit der andern 
zusammenfällt, so kommen entweder gleiche oder entgegengesetzte 
Richtungen aufeinander zu liegen; im erstem Falle ist der Winkel, 
den sie bilden, = 0, im andern = 180°. 

Bemerkung. So wie man Strecken oder Abschnitte in einer 
und derselben Graden rücksichtlich ihrer Richtungen mit einander 
vergleicht und ihnen eine gemeinsame Richtung zuweist, auch wenn 
sie nicht einen und denselben Anfangspunkt haben, ebenso kann man 
die Winkel in einer und derselben Ebene, auch wenn sie nicht einen 
und denselben Scheitel haben , nach einer gemeinsamen Drehungs- 
richtung bemessen oder nach einem und demselben Sinne 
rechnen. Auf diese Weise lässt sich dasPrincip in der Bezeichnung 
entgegengesetzter Grössen auch auf Winkel als aufDrehungsgrössen 
und zwar*) in einer viel weit ern Ausdehnung als in der Regel zeit- 
her geschehen ist, anwenden, und in der Folge soll diess 
auch stets beobachtet werden. 

§.11. 

Bezeichnet a!^h nach dem Vorhergehenden den Winkel, um 
welchen die Grade a in der Richtung von rechts nach links gedreht 



*) Nach dem Vorgange von Herrn Möbius. 
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werden muss, wenn ihre positive Richtung mit derjenigen von 6 zu- 
sammenfallen soll, so bedeutet 6"^« entweder den Winkel, um welchen 
die Grade b in demselben Sinne von rechts nach links gedreht wer- 
den muss, wenn ihre positive Richtung mit der von a zusammenfal- 
len soll, d. h. den Ergänzungswinkel zu 360® von a^6, oder den Win- 
kel, um welchen b in entgegengesetzem Sinne von links nach rechts 
gedreht werden muss , wenn ihre positive Richtung mit der von a 
zusammenfallen soll , d. h. den negativen Winkel von a^b. Im 
erstem Falle hat man 



im andern dagegen 



h^a = 300« — af'b 



Va = — a^b. 



< a^b — arc=^ 



Da aber eine volle Umdrehung von 360* gleich zu rechnen 
ist, so hat man in jedem Falle 

I. a^b + ft^'a ;= und a^ft = — b'^a. 

§.12. 

Liegen drei Grade a, 6, c in einer Ebene, so hat man fär jede 
Lage derselben 

ft^6 + feV + c^a = 0, a^b + b'-c = a^c 
c^b, a'^b — c^b^a^'c 
wobei alle Winkel in einerlei Drehungssinne genommen werden. 
Im Allgemeinen schneiden sich d^e drei Graden in drei Punkten , 
und bilden daselbst zu je zweien die betreffenden Winkel. Legt 
man durch den Durchschnitt zweier Geraden z. B. von a und 6, 
welcher C heisse , eine mit der dritten c gleichgerichtete Grade c', 
so bildet letztere dieselben Winkel mit a und b wie die Gerade c 
und man kann statt der Winkel a^b^ b'^Cy c^a die Winkel a^6, 6V, 
c^a in Betracht ziehen. Nun kann die positive Richtung von c' ge- 
gen den von a und b 
Fig. 2 a. u. 2b. gebildeten Winkel nur 

zweierlei Lagen haben, 
nämlich entweder aus- 
serhalb des Winkels 
'' af^b , hinter b und vor a 
(Fig. 2 a. u. 2 b.), oder 
innerhalb af^b , d. h. 
zwischen a und b (Fi- 
gur 3 a. u. 3 b.) liegen. 
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1) Liegt c ausser- 
halb des Winkels a*"h^ 
so hat man die Gra- 
den a, ft, c' hinter ein- 
ander in der von 
rechts nach links ge- 
henden Drehungs- 
richtung innerhalb ei- 
ner vollen Umdrehung , und es ergiebt sich unmittelbar 

a'^b H- 6V H- c'-a = 360° = 0. 
2) Liegt c zwischen a und h , so geht man von a nach h und c 
in einerlei Sinn von rechts nach links zweimal im Umkreise herum, 
oder man hat 

a^6 + 6 V + c'^a = 2 . 360« = 0. 
Da nun d^c = 0, also c'^a:=- c'^a und \it"c = l/^c ist, so ergiebt sich 
für alle Fälle 

fl^6 + c^fr + «''c = 
und hieraus , weil d^h =:= — 6^c, d^a = — ai^c ist, 

a'^b -|i b'^c = a'^Cy 

af'b — al'c = c^6, a^ft — d'b = a^c. 

§.13. 

Zusätze. 1) Ist die Richtung einer Graden a durch den Win- 
kel , welchen sie mit einer als Anfangsrichtung dienenden Graden q 
bildet, gegeben und man will dieselbe auf eine andere Gxade q' als 
Richtungslinie beziehen, so hat man hierzu 

1) q^a = q^a — q''q, 

wie auch die gegenseitige Richtung der Graden q^ q\ a in der Ebene 
sein möge. 

2) Der (Richtungsunterschied) Winkel a*^b lässt sich in gleicher 
Weisse durch die (Richtungsunterschiede) Winkel, welche seine 
Schenkel mit einer gemeinsamen Richtungslinie q bilden , aus- 
drücken. Man hat dafür 

2) af'b = q'^b — q'^a. 

3) Vertauscht man in dem Ausdrucke AÄ^BB^ eines Winkels 
eine der beiden Strecken AÄ mit ihrer entgegengesetzten jfA , so 
giebt man dem Winkel einen Zuwachs von 180®, oder es ist 

jA^Be=AÄ''BB' + 180° 
ebenso AÄ^-ßB = AÄ'^Bff + 180°. 
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Man hat uamlich 

ÄA^B^ = ÄÄ'AÄ + AÄ'-BB*, 
aber ^'^^^^=180^ 

folglich u. s. w. 

4) Vertauscht man in AÄ'^BB' beide Strecken mit ihren entge- 
gengesetzten , so giebt man dem Winkel einen Zuwachs von 360® 
= 0, d. h. es \^i AAl'^BB' z= jf A'^B' B, (Folgt unmittelbar aus 3.) 

§. 14. 

Sind in einer Ebene beliebig viel Grade a, 6, c, . . . m, n in ir- 
gend einer Aufeinanderfolge gegeben, so ist stets 

III. 0^6 + 6^c + . . . + mf^n + n^a = 0. 

Wird der Satz für jü Grade als richtig angenommen, ist also 

a^6 + 6^c+. .. + rm + w^a = 
und nimmt man noch eine Grade n hinzu , für welche 

a'^m + w'"« + w'"« = 
ist , so geben beide Gleichungen vereinigt 

ö^'Ä + ftV + . . . -f rm + w'^a 4-a''m + »*''» + '*''« = 0, 
oder kürzer , weil m!^a + a!^m = 

a'^h + fe'^c + . . . +l'"m + m!'n + w'"« = 0; 
d.h. gilt der Satz für /li Grade, so ist er auch richtig für ft + 1 Grade. 
Nun ist er für drei Grade erwiesen , folglich etc. 

§. 15. 

Sind die beiden Graden «und a durch die Winkel, welche 
sie mit der gemeinsamen Richtungslinie, q bilden, ihrer Richtung 
nach in der Ebene bestimmt, ist ferner m eine Grade, welche den Win- 
kel a'^h halbirt, so ist 

3) ^^=^m 

und 

j sin q'^a sin q^a' = sin^ q^m — sin* m^a 
^ \ z=zsin*q^m — sin^m^a. 

Wie in §. 5 hat man 

q^a = q^m + m^a , q'^ä = g'm + ^^<^' 
folglich, weil m!>a + mf"a ==J> 

q^a + ö'V = 2 5^ m. 
Wendet man femer auf die Gleichungen 
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sin q^a == sin (ij^m + m'^a) 

3in q^d = sin {^m + mV) = sin {q'^m — mf^d) 
die Formel sin {x i y) = sin x cos y + sin y cos x an und multipli- 
cirt sie, so erhält man die Relation 4). 

§. 16. 
Sind a^ a\b^ h' Grade einer Ebene , m und n die Halbirungs- 
linien der Winlcel aV, h'^b'^ so ist 

.. a^6 + aV d'^b + a'^b* 

^ 2 2 

Denn bezieht man die Eichtungen der Graden auf eine gemeinsame 
Richtungslinie q^ so hat man 

« "* 2 ' * 2 ' 

. q n — q m = 

oder weil q'^n — q'^m = m'^n , q^b — q'^a = db etc. ist, 

0^6 + aV a^6 + aV 

m^n = = . 

2 2 

§.17. , 

Sind a, 6, c, d vier beliebige Grade einer Ebene , so ist immer 

sin a^b sin c^d + sin b^c sin a^d + sin c^a sin b'^d = 0. 

Wie in §. 7 ergiebt sich dieser Satz, wenn man die drei 

Gleichungen 

sin db = sin (aV+ df"b) 

sin b^c = sin (6''c?+ (Tc) 

sin c^a = sin {c^d + d'^d) 
der Reihe nach mit sin c^d^ sin dd, sin b^d multiplicirt und die Pro- 
ducte rechts nach der Formel sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y 
entwickelt und berücksichtigt, dass sin x-= — sin ( — ar) ist. 

Bemerkung. Man wird erkannt haben , dass die Sätze in §. 1 1 — 17 
den in §. l — 6 ganz analog sind. So lange in den Ausdrücken nur Addi- 
tionen und Subtractionen , sowie Multiplicationen und Divisionen durch 
reine Zahlen vorkommen, hat man in §.11 — 17 ein und dieselbe 
Ebene für dieselbe Grade, denselben Drehungssinn für dieselbe Rich- 
tung festzuhalten, sowie Grade für Punkt, Winkel für Abschnitt oder 
Strecke zu setzen. Die Ausdrücke dagegen, welche Producte von Abschnit- 
ten enthalten, lassen sich unter Bedingungen, welche in einem Satze des 
nächsten Capitels enthalten sind, nur auf Funktionen (Sinusse) von Win- 
keln entsprechend übertragen. 
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§. 18. 

• 

Das Princip der Zeichen lässt sich auch auf die gewöhnliche 
Bezeichnung der Winkel, unter Voraussetzung einer Beachtung der 
Bnchstabenstellung tibertragen. Der Winkel CA^CB , nach der in 
dem Vorhergehenden entwickelten Bedeutung aufgefasst, kann, in- 
dem man die Benennung des zuerst gesetzten Schenkels in ^C 
umsetzt und .den mittleren Scheitelbuchstaben C nur einmal 
schreibt, mit derselben Bestimmtheit und Unzweideutigkeit auch 
kurz durch 

ACE 

bezeichnet und dieser Ausdruck wieder rückwärts in CA*"CB aufge- 
löst werden. Hiemach ist FG^^FH = GFH und FGH = GF'^GH 
u. 6. w. 

Da nach Vorhergehendem CB^CA^^ — CA^CB oder =360° 
— CA'^CB ist (§. 10. 1.) , und CR'CA nach der eben erklärten Be- 
zeichnungsweise durch BCA auszudrücken ist, so hat man allgemein 

BCA + ACB — 0, 
BCA = —ACB = ^eo'^—ACB. 

Die Ergänzungswinkel zu t80*^ von -4 CA erhalten ihre Bezeichnung 
in Folge der §. 13. 3) gegebenen Sätze. Man hat nämlich 

BC^CA = BC^CB + CB^CA (§. 12) 
J5C^CÄ=1800(§. 12.3), 
mithin BC'CA^\m'' + BCA = l^''—ACB*) 



*) Dieser Bezeichnung der Winkel analog lässt sich auch eine ähnliche 
für Strecken oder Abschnitte yon Graden, insofern dieselben durch deren 
gegenseitigen Durchschnitt begrenzt werden, zur Seite stellen. Seien a^b^ c 
drei beliebige Grade in einer Ebene C, A^ B die Durchschnitte von a und 6, 
h und c, c und a , welche auch resp. durch 

«•6, 6*c, c*«oder^*ö, cb^a'^ 
angedeutet werden können. Der Abschnitt CAf d. h. der zwischen a und c 
liegende Abschnitt von b , lässt sich eben so bestimmt nach Grösse und 
Richtung durch a' b^b'c oier, wenn man den mittleren Buchstaben nur 
einmal setzt, kurz durch 

abo, auch schlechthin abc 
bezeichnen ; desgleichen ist 

AB = bca, BC = cab 
zu setzeni Ferner, weil 
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§.19. 

Die Sätze in §. 12 und 14 lassen sich nach dieser Bezeich- 
nungsweise der Winkel in folgender Gestalt wiedergeben. 

Sind Ay B, Cy D vier beliebige Punkte einer Ebene, so ist 

ABC+CBD = ABD, 
welches auch der Sinn ist, in welchem alle Winkel gerechnet 
werden. Führt man die Bezeichnung der Winkel auf die frühere 
zurück, 

BA^BC + BCBD = BA^BD, 
so ist der Satz nach §. 12 unmittelbar einleuchtend. 

Seine Erweiterung auf beliebig viele Punkte A^ B, C, /) . . . 
, , L, M^ der Ebene in der Form 

AOB + BOC+ COD + . . . + LOMz=, AOM 
lässt sich sowohl auf demselben Wege wie durch den Schluss von 
n auf w + 1 leicht darthun. 



§. 20. 

l) Sind Aj Bj C drei beliebige Punkte, so ist 

ABC + BCA+CAB—}m^ 
folglich 2 ABC + 2 BCA + 2 CAB = (§. 10. 1) 



AB=i^ BA, 
AB^=ihca^ BA = c'a^c'b=^a*c'-e'b = acb, 
so ist auch bca = — acb. 

Diese Bezeichnungs weise kann von Nutzen werden bei Yergleiphnng 
und Nebeneinanderstellung entsprechender Sätze über Drei-, Vier-, Viel- 
£cke und Drei-, Vier-, Viel-Seite. 

£s liegen nämlich in dem 
durch drei Punkte Aj Bj C bestimm- 
ten Dreiecke ABC den Seiten 

AB, BCy CA 
gegenüber die Winkel 

ACBj BAC, CBA 
oder bei entgegengesetztem Dreh- 
ungssinne 

BCA, CAByABC. 
Denn von der Richtung der Seiten 
bleibt immer noch die Entscheidung 
über den positiven Drehungssinn der 
Winkel unabhängig. 



durch die Grade a, b, c bestimmten 
Dreiseit abc den Winkeln 

a^b, b^c, c^a 
gegenüber die Seiten 

acby bac, cba 
oder bei entgegengesetzter Richtung 
der Seiten 

bca, cub, abc. 
Denn von dem Drehungssinn der 
Winkel bleibt die Entscheidung über 
die positive Richtung der Seiten nocii 
unabhängig. 
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für jeden Drehungssinn der Winkel. Denn der linke Theil der 
ersten Gleichung ist gleichbedeutend mit 

BA^BC + CB^CA + ACAB 
— BA^BC+BC^AC+ AC'AB (§. 13. 4) 
= BA^AC+ ACAB—BA^AB = 180» (§. 10. 2). 
2) Der Satz lässt sich auch auf eine beliebige Anzahl ^ Punkte 
einer Ebene A, By C, D , . . L, M erweitem ; man hat dafür all- 
gemein 

2 {ABC+ BCD + CDE+ . . . + LMA + MAB) — 0. 
Nimmt man nämlich diese Beziehung für fi Punkte als richtig an 
und fügt denselben noch einen N hinzu , so ist für diesen 

2 {AMN + MNA + NAM) = 0. 
Addirt man beide Gleichungen und bemerkt, dass 

LMA + AMN = LMN, NAM + MAB = NAB, 
so erhält man 

2 {ABC + BCD + . . . + LMN + MNA + NAB) = 0. 
Ist somit die Gleichung fü» fi Punkte giltig, so ist sie es auch für 
fi + 1 Punkte ; direct erwiesen ist sie für 3 Punkte , folglicli u. s. w. 

§. 21. 

Als Beispiele für Anwendung der in §. 18 aufgestellten Be- 
zeichnungsweise mag noch folgende Einkleidung zweier bekannter 
Sätze dienen , von welcher später auch weiterer Gebrauch gemacht 
werden wird. (S. Moebius: über Involution von Punkten in einer 
Ebene — Berichte d. K. Gesellsch. d. Wissensch. z. Leipzig , 1853. 
S. 180.) 

1) Sind Ay By C drei Punkte einer Graden, D ein vierter ausser- 
halb derselben, so ist der Winkelunterschied AD^AB — -4Z)^u4C=0 
oder = 180®, je nachdem B und C auf einerlei oder verschiedenen 
Seiten von A aus liegen. Jedenfalls ist aber 

lAirAB = ^AirAC 
oder 2DAB^:=2DAC] 

sowie umgekehrt aus dieser Gleichung folgt, dass AyB, Cinnicht 
zu bestimmenderKeihen folge in einerGraden liegen.*) 



*) Sind Of 6, c drei Grade einer Ebene , CyA,B die Dnrchschnittspankte 
resp. a*6, b'c^ cv/, ferner d eine vierte Grade der Ebene, welche u^ b, c in 
den Funkten A' = a'df B'=b*df C =3c cd trifft *y so drückt die Gleichung 
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Sind -4, B, C, D vier Punkte einer Kreisperipherie , so ist, je 
nachdem C und D auf einerlei oder verschiedenen Seiten der Sehne 
^Bliegen, der Winkelunterschied CA''CB—DA''DB=0 oder = l80® 
mithin jedenfalls 

2 CA^^CB = 2 DA^'DB, 
oder 2ACB = 2ADB, 

sowie umgekehrt aus dieser Gleichung die Kreislage der vier Punkte 
A, B, C, D folgt. *) 

Aus der Kreislage derselben Punkte folgt auch 

2 (ABC—BCD) = 2 {ADC—BAD), 
2 (ACD — CDB) = 2 \aBD — CAB), 
2 IaDB — DBC) = 2{ACB—DAC), 

doch folgt aus diesen Gleichungen nicht unbedingt die Kreislagß. 



a-d—a'b = a'd—a'c (A'C=: A'B) 
oder cUtb =■ dac 

aus, dass die drei Graden a^ b j c einen gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
punkt hahen. 

**) Sind a, bj Cy d vier einen Kreis berührende Grade, so sind die 

[unTeTsThiedeFj'ib!! ^°° •''' '=''*^ gegenüberliegenden Abschnitten, 
welche auf zwei Graden durch die Durchschnittspunkte mit den jedesmaligen 
zwei andern Graden begrenzt werden, einander gleich , wobei die Berühr- 
ungspunkte der Graden, zu denen die gegenüberliegenden Abschnitte ge- 

{verschißdenGr ) 
. . j Seite der Sehne liegen, welche die beiden an- 

dern Berührungspunkte verbindet. D. h. es ist Fig. 4. a. u. 4. b. 



Fig. 4 a. und Fig. 4 b. 




r-* 



folglich jedenfalls 



MN±OP=zPM±NO, 
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» 

(Auch ein Viereck , dessen gegenüberliegende Winkel einem 
Rechten gleich sind, also zwei rechtwinklich sich schneidenden 
Kreisen eingeschrieben ist, giebt vorstehende Beziehungen.) 



§. 22. 

Den Umfang eines Dreiecks ABC kann ein darin sich bewe- 
gender Punkt in zweierlei Sinn durchlaufen. Stellt man sich inner- 
halb der Fläche des Dreiecks auf und verfolgt mit dem Auge den 
im Umfange herumlaufenden Punkt, so erscheint dessen Bewegung 
entweder von der Hechten nach der Linken oder in entgegenge- 
setztem Sinne. Durch die Aufeinanderfolgen ABC oder CBÄ der 
Buchstaben, womit das Dreieck bezeichnet wird, lässt sich der eine 
oder andere Sinn der Bewegung dieses Punktes ausdrücken. Nimmt 
man nun auch den Werth der Dreiecksfläche als positiv oder nega- 
tiv an, je nachdem die Bewegung des Punktes in dem einen oder 
andern Sinne zu denken ist, so folgt zunächst, dass durch ABC, 
BCA , CAB die Dreiecksfläche in einem und demselben z. B. posi- 
tiven Sinne, in dem entgegengesetzten, negativen aber durch ACB, 
CBAyBAC bezeichnet wird. 



Fig. 5. 




Der gleiche oder entgegengesetze Sinn, 
in welchem Dreiecksflächen aufzufassen 
sind, lässt sich auch in folgender Weise 
erörtern. 

Seien von den Dreiecken ABC, ÄB'C 
die entsprechenden Seiten AB und AB', 
BC und B'C, CA und CA' entweder gleich 
oder in gleichem Verhältniss , so können 



oder, wenn man die Punkte M,N . . , durch d'a, a'b, . . , die Abschnitte 
MN, NO . . . durch dub, abc . . . ausdrückt : 

(abc — bcd)^ = {cda — dab)^. Ebenso ist 

(acd — cdby = (dba — bftc)^, 

(adb — dbcY = {bca — cflrf)*, 
d. h. Die Differenzen zweier anliegenden Abschnitte (die je- 
desmaligen vier Abschnitte in einem Zuge MNOPM , MQORM, NQPRN 
durchlaufen) der berührendenGradensind absolutgenommen 
einander gleich. Umgekehrt folgt aus diesen gleichen Differenzen 
die Kreislage der vier Graden. 
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hinsichtlich der Lage dieser Dreieke folgende zwei Fälle gedacht 
werden. 

Verschiebt man das eine Dreieck ÄB'C'in der beiden gemein- 
schaftlichen Ebene so , dass zwei entsprechende (gleiche) Winkel 
C und C mit ihren Spitzen und Schenkeln aufeinander liegen, so 
fallen entweder auch die entsprechenden Schenkel derselben CA 
und CA\ CB und CB^ aufeinander und die entsprechenden dritten 
Seiten AB und AB' haben gleiche Richtung (Fig. 5), oder es liegen 
die nicht entsprechenden Seiten CA und CB'y CB und CA' auf 
einander und die dritten Seiten AB und A'B' haben ungleiche Rich- 
tung (Fig. 6). Im erster en Falle nennt man 
die Lage der Dreiecke eine einstimmige, 
im andern eine entgegengesetzte oder 
symmetrische und bezeichnet oder un- 
terscheidet in solcher Weise oft die Dreiecke 
selbst. Die gleiche Aufeinanderfolge ABC^ 
>4'Ä'C der Buchstaben entsprechender Ecken 
giebt bei einstimmigen Dreiecken g le i c h e n 
Bewegungssinn des den Umfang jeden 
Dreiecks durchlaufenden Pimktes zu erken- 
nen. Bei symmetrischen Dreiecken ist aber der Sinn dieser Be- 
wegungen entgegengesetzt. I^iernach sind die Werthe einstimmiger 
Dreiecksflächen mit einerlei Vorzeichen, die von symmetrischen 
Dreieken mit entgegengesetzten Vorzeichen zu belegen. 

Um symmetrische Dreiecke (Fig. 6) in einstimmige Lage zu 
bringen, muss man das eine derselben um eine seiner Seiten oder 
um irgend eine andere Grade der gemeinschaftlichen Ebene als um 
eine Achse eine halbe Umdrehung machen lassen , bis es wieder in 
die Ebene fällt. Dann ist die Aufeinanderfolge der entsprechen- 
den Ecken in beiden Dreiecken nach einerlei Sinn und ein weiteres 
Aufeinanderlegen derselben in der oben angegebenen Weise lässt 
sich nun durch Verschieben des einen Dreiecks in der gemein- 
schaftlichen Ebene beider bewerkstelligen. 

Offenbar bezieht sich dieselbe Einstimmigkeit und derselbe 
Gegensatz von Flächen und Flächeninhalten nicht blos auf ähnliche 
und ähnlichgleiche Dreiecke, sondern überhaupt auf zwei beliebige 
Dreiecke, wenn die drei Eckpunkte des einen den drei Eckpunkten 
nur irgend wie entsprechen. 

Bezeichnet man die entsprechenden Winkel zweier Dreiecke 

4 

Witzschel, neuere Geometrie. 2 
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durch dieselbe Aufeinanderfolge der Buchstaben entsprechender 
Ecken, so sind bei einstimmigen Dreiecken alle Winkel entweder 
hohl oder alle erhaben, je nach dem Drehungs sinne , in welchem 
man die Winkel beider Dreiecke rechnet. Nimmt man dagegen für 
die Winkel symmetrischer Dreiecke einerlei Drehungssinn an, so 
sind die Winkel des einen Dreiecks hohl , die des andern erhaben, 
wenn die entsprechenden Winkel in derselben Weise bezeichnet 
werden. 

§. 23. 

Folgerungen, l) Sind A, B, C drei Punkte einer Graden 
und D ein vierter ausserhalb derselben, so ist, weil 

AB + BC+CA=0 
auch mit Vorsetzung von D die Summe der Dreiecke 

/ DAB + DBC+DCA = 0, 
^' \ oder DAB + DBC= DAC-, 

auch verhält sich 

DAB : DBC : DCA = AB : BC : CA. 
2) Man nehme vier beliebige Punkte A, Ä, C, ß in einer Ebene 
an, von denen aber keine drei in einer Grade liegen, und verbinde 
sie zu je zweien durch Grade. Der Durchschnittspunkt der beiden 
Graden AB und CD sei Z. *) Da C, D, Z in einer Graden liegen, 
hat man nach dem vorhergehenden Satze 

ACD + ADZ+AZC = o 
BCD + BDZ + BZC = 0, 

desgleichen, weil A, By Z in einer Graden enthalten sind, 

CAB+CBZ+CZA = 
DAB + DBZ + DZA = 0. 

Zieht man von der Summe der ersten und dritten Gleichung die der 
zweiten und vierten ab, so heben sich alle mit Z behafteten Glie- 
der, und man erhält 

ACD — BCD + CAB — DAB = 0, 



*) Immer nämlich wird wenigstens eine. durch A und einen der drei an- 
dern Punkte Bj (7, D gelegte Grade die durch die beiden übrigen Punkte ge- 
zogene Grade schneiden. Diese sei hier AB, Sind Ay ByC, D die Ecken 
eines Parallelogramms, so sind A und B, C und D als die gegenüberstehen- 
den Ecken desselben zu nehmen und Z ist der Durchschnittspunkt der 
Diagonalen. 
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wofür man auch symmetrischer schreiben kann 

ABC—BCD+CDÄ — DAB = 0, 
oder 

IL ABC = DAB + DBC + DCA, 

d.h. Wählt man in der Ebene eines Dreiecks (ABC) ei- 
nen Punkt (Z>), so ist die Flachensumme der Dreiecke 
(DABjDBC,DCA)y welche diesen Punkt zur gemeinschaft- 
lichen Spitze und die drei Seitendes Dreiecks in ge- 
schlossener Aufeinanderfolge {AB y BC^ CA) zu Grund- 
linienhaben, gleich demFlächeninhalte des ursprüng- 
lichen Dreiecks (ABC) in demjenigen Sinne genommen, 
welchen dieselbe Aufeinanderfolge der drei Seiten 
(nach §. 22) angiebt. Dieser Satz lässt sich folgendergestalt er- 
weitem. 

§. 24. 

Sind ^ beliebige Punkte ^, 5, C, . . . Z, ifcf einer Ebene in ir- 
gend einem geschlossenen Zuge ABC . . . LMA durch grade Linien 
(zu einem einfachen |*Eck) mit einander verbunden und wählt man 
in der Ebene noch einen beliebigen Punkt P, den man mit den vor- 
hergehenden durch Grade verbindet, so ist die Flachensumme der 
Dreiecke 

IIL PAB+PBC + PCD+.,. + PIM+PMA=S 
constant und unabhängig von der Lage des Punktes P. 

Beweis. Man nehme den Satz für fi Punkte als richtig an, 
füge zu denselben noch einen Punkt N hinzu und setze die Summe 
der Dreiecke 

PAB + PBC+.. .+ PLM + PMN+PNA = S': 
Lässt sich nun beweisen , dass auch S' von P unabhängig und nur 
von der Lage der Punkte A, B . , . M, N abhängig bleibt, so ist der 
Satz nach der bekannten Schlussweise allgemein bewiesen. Es ist 
aber nach dem Satze der vorhergehenden Nummer 

PMN+PNA + PAM—MNA, 
durch Addition derselben zur angenommenen Gleichung III. und 
mit Berücksichtigung , dass PAM + PMA = ist, erhält man 
PAB-^PBC^. . . + PZillf + PMN+ PNA = 8+ MNA, 
folglich S'=S^ MNA, 

d. h. ist die Flächensumme S von der Lage des Punktes P unab- 
hängig, so ist dasselbe auch der Fall mit 5', folglich u. s. w. 

2* 
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Die constante Summe S ist offenbar der Flächeninhalt des Viel- 
ecks ABC . . . MA , wenn dasselbe ein gewöhnliches ohne Doppel- 
punkte oder überhaupt ein solches ist , durch dessen Umfang eine 
beliebige Grade in nur zwei Punkten geschnitten wird, und wenn, 
wie gewöhnlich, der Punkt P innerhalb desselben oder in einen sei- 
ner Eckpunkte gelegt wird. Aus dem oben erwiesenen Satze geht 
nun hervor, dass diese Fläche auch durch die Summe der Dreiecke 
dargestellt wird, welche zur gemeinschaftlichen Spitze einen ausser- 
halb der eingeschlossenen Fläche des Vielecks liegenden Punkt 
und zu Grundlinien die Seiten des Vielecks haben, wobei indess 
immer der nach §. 22 zu bestimmende Sinn jeden Dreiecks berück- 
sichtigt werden muss. 

Da aber dieselbe Summe der Dreiecke von der Wahl des Punk- 
tes P auch unabhängig ist, wenn in dem Umfange des Vielecks 
ABC . . . MA Doppel- und mehrfache Punkte vorkommen, wie z. B. 

in dem Sechseck ABCDEF (Fig. 7) , so ist 
es angemessen und consequent diese 
Summe der Dreiecke mit Berück- 
sichtigung ihr er Vorzeichen als den 
Flächeninhalt auch dieser Art von 
Vielecken festzustellen. Legt man 
den Punkt P nach A , so ist demnach der 
Flächeninhalt des Sechsecksi4j?CZ>J&i4 gleich 
der Summe der Dreiecke 
ABC + ACD + ADE + AEF, 
von denen das erste und dritte zu einander einstimmig aber entge- 
gengesetzt zu dem zweiten und vierten sind. Derselbe Flächen- 
inhalt kann auch dargestellt werden durch die Summe der Dreiecke 

BCD + BDE + BEF + BFA, 
oder durch 

CDE+ CEF+ CFA + CAB 
u. s. w. , wobei der Punkt P bezüglich nach B oder C verlegt wor- 
den ist. 



Fig. 7. 




Zweites Capitel. 
Von den Doppelverhältnissen. 



§.25. 

-Cirklärung. Ist ein Abschnitt AB einer Graden (Fig. 8a. od. 8b.) 
durch zwei Punkte C und D dersel- Fig. 8. 

ben Graden getheilt, so wird das j C D B \ 

Verhältniss zwischen Hen Verhält- ' ' |^ 

nissen der Theile, d. h. A C B D"^^ 

AC AD 
CB ' DB 
ein Doppelverhältniss genannt. 

Man spricht sowohl von dem Doppelverhältniss der Abschnitte 
AC, CB, AD, DB, als auch von dem D.-V. zwischen den Punkten 
A, B, C, D, insofern diese die genannten Abschnitte begrenzen. 
Da aber vier Punkte A, B, C,D in einer Graden sechs (absolut 
genommene) Abschnitte oder Strecken AB, AC, AD, BC, BD, CD be- 
stimmen , in einem Doppelverhältniss aber nur vier derselben vor- 
kommen können, so sind zur Vermeidung von Vieldeutigkeiten noch 
besondere Bestimmungen nöthig , die in folgender Erklärung ent- 
halten sind. 

Unter dem zwischen vier Punkten ^, 5, C,/) einer 
Graden gebildetenDoppelverhältnisse so 11 immer das 
Verhältniss zwischen den Verhältnissen derjenigen 
Abschnitte AC und CB, AD und DB verstanden werden, 
in welche die durch die beiden erstgenannten Buchsta- 
ben A, B nach Grösse und Richtung bezeichnete Strecke 
y4B durch die beiden andern zuletzt genannten Punkte 
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C und D getheilt wird, jeden dieser Abschnitte nach 
Grösse und Richtung so genommen, dass die Summen 
je zweier, welche die Glieder jedes der beiden Ver- 
hältnisse 

AC AD 

'CB' DB 

bilden, d.h. die Summen 

AC+CB, AD + DBy 
gemäss den§.l gegebenen Bestimmungen der getheil- 
ten Strecke AB gleich sind. 

Hiemach ist das Doppelverhältniss (zwischen den) der Punkte 
A, C, B,D 

AB AD 
BC' DC 

wobei AC als die getheilte Strecke, B xmdD als die Theilungspunkte 
derselben anzusehen sind. 

Der Kürze halber soll das zwischen den Punkten^, Ä,C,D ge- 
bildete Doppelverhältniss, oder 

- : - mit (ABCD), 

ebenso -=-— : -j— , wo ÄundC die Grenzpunkte der getheilten Strecke, 

D und A die Schnittpunkte sind, mit {BCDA) bezeichnet werden. 

Umgekehrt setzt man den symbolischen Ausdruck eines Dop- 
pelverhältnisses , wie {CDBA) in den gewöhnlichen um , wenn man 
aus den beiden ersten oder Grenzbuchstaben CD der getheilten 

C C 

Strecke die Form — =r : — yr bildet, und das erste Verhaltniss durch 

den dritten Buchstaben B , das zweite durch den vierten A vervoU- 

CB CA 

ständigt , wodurch man — : -jjj erhält. 

Anmerkung. Die vorstehende Erklärung und Bezeichnung der Dop- 
pelverhältnisse ist mit der von Herrn Möbius in dessen barycentri- 
schen Calcul zuerst aufgestellten übereinstimmend. Statt Doppelver- 
hältniss wird daselbst noch der den Ursprung dieser zusammengesetzten 
Verhältnisse näher bezeichnende Name Doppelschnittsverhältniss 
(ratio hissectionalis) gebraucht, doch hat später derselbe berühmte Verfasser 
sich des abgekürzten Ausdrucks Doppelverhältniss bedient (Theorie der 
Kreis Verwandtschaft, Abhandlungen d. K. S. Gesellschaft d. Wissensch. IV. 
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S.516; vergl. Berichte derselben Gesellsch. mathem. phys, Classe 1853, 
S. 15). Von den mehr oder weniger wesentlich abweichenden Formen nach 
welchen die Doppelverhältnisse von Anderen gebildet und bezeichnet wer- 
den, möge nur die von Herrn Chasles in dessen Geometrie superieure und 
anderwärts angenommeneBezeichnungsweise noch angegeben und mit der von 
Hrn. M ö b i u s aufgestellten und hier beibehaltenen verglichen werden. Herr 

Chasles nennt den Ausdruck -r— : -^-- , gebildet aus vieren der sechs Ab- 

schnitte, die durch vier Punkte A^ B, C, D einer Graden bestimmt sind , ein 
anharmonis ches Verhältniss der vier Punkte und erklärt es als das 
Verhältniss der Entfernungen eines Punktes A von zwei andern C und D di- 
vidirt durch das Verhältniss der Entfernungen des vierten Punktes B von 
denselben zwei Punkten Cundi>. Dabei soll jedem der beiden Verhältnisse 
das positive oder negative Vorzeichen zukommen, je nachdem die beiden 
Abschnitte, die das Verhältniss bilden , gleiche oder entgegengesetzte Rich- 
tung von ihrem gemeinschaftlichen Anfangspunkte haben. Der positive 
oder negative Werth des anharmonischen VeAältnisses ergiebt sich dann 
nach den Regeln der Division aus den Werthen und Vorzeichen der beiden 
Verhältnisse. *) 

Das anharmonische Verhältniss ist somit seinem Werthe und seiner 
übrigen Bedeutung nach ganz übereinstimmend mit dem Doppelverhältnisse 
und man hat bei der Vergleichung beider nur zu beachten , dass das anhar- 
monische Verhältniss nach Chasles 

AC BC 

AD ' BD 
mit dem Doppelverhältniss nach Möbius 

^^ "^^^(ABCD) 



CB DB 



gleichbedeutend ist. 



§.26. 

Relative Lage der vier Punkte eines Doppelver- 
hältnisses. 1) Jedes der Verhältnisse, welche ein Doppelver- 
hältniss bilden, kann nach der Lage des Schneidepunktes gegen 
die beiden Grenzpunkte der geschnittenen Strecke alle möglichen 
positiven oder negativen "Werthe annehmen. Setzt man den Werth 
des Verhältnisses ACiCB gleich fi, so ist fi eine positive Zahl, wenn 
der Schneidepunkt C zwischen den Grenzpunkten A und B liegt, 



*) Das somit angewendete Princip der Zeichen (§. 1) auf die Abschnitte 
eines anharmonischen Verhältnisses findet man noch nicht berücksichtigt in 
dem schätzbaren Werke desselben Verfassers : Apercu historique etc. 
Bruxelles 1837 — übersetzt von Sohnke unter dem Titel: „Geschichte 
der Geometrie etc. von Chasles. Halle 1839.*' 
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d.h. wenn die Aufeinanderfolge der Punkte ACB ist, oder, wie 
man auch sagen kann, wenn C ein innerer Punkt der Strecke AB 
ist. Liegt dabei C in der Mitte zwischen A und B , so ist fi = 1 , 
dagegen ist fi grösser oder kleiner als I, je nachdem C dem Punkte 
B oder A näher liegt. Fällt C mit A zusammen , so ist f* = 0, fällt 
C mit B zusammen, so ist |Li = QO. 

Liegt aber C auf der Verlängerung von AB oder BA , oder ist 
Cein äusserer Punkt der Strecke AB^ so hat das Verhältniss 
AC : CB = fi einen negativen Wcrth. Derselbe ist absolut genom- 
men grösser als 1 , wenn C auf der Verlängerung von AB hinter B 
liegt, oder wenn die AüfeinTinderfolge der Punkte ABC ist , und es 
ist dabei fi absolut genommen, um so grösser oder kleiner, je näher 
oder entfernter C dem Punkte B liegt ; rückt C nach dem unendlich 
entfernten Punkte der Gnaden, so wird ft = — I . Wenn dagegen 
fi zwar auch negativ aber absolut kleiner , als 1 ist , so liegt C auf 
der Verlängerung von BA , oder die Aufeinanderfolge der Punkte 
ist CAB'^ dabei hat (i absolut genommen einen um so kleineren oder 
grösseren Werth, je näher oder entfernter C dem Punkte A ist. 

Man kann den Zusammenhang der Werthe und Vorzeichen 

des Verhältnisses AC : CB = fi mit der Lage des Punktes C gegen 

die Grenzpunkte von AB auch in folgender Weise ausdrücken : 

. (positiver ) ^ , ^ . (innerer ) _ . . „ . 

u ist em r . } Bruch, wenn C em {.. } Punkt von AB ist: 

'negativer' »äusserer» 

entfernter' 
als dem Endpunkte B liegt. 



1 achter \ mäher 

. , 5 Bruch, wenn C dem Anf anffspunktei4 < 
unächter) ^ fentfer 



In den speciellen Fällen, wo C unendlich entfernt liegt, oder 
mit A oder mit B zusammenfällt , ist u bezüglich == — I , oder 0, 
oder 00. 

Die vorstehende Diskussion deutet schon darauf hin , dass die beiden 
rechts und links liegenden unendlich entfernten Punkte einer Graden als 
ein einziger aufzufassen sind; denn mag man C unendlich entfernt auf der 
Seite von ^ oder von i9 annehmen, in beiden Fällen ist der zugehörige Werth 
von (i=z — [, Dass man eigentlich von nur Einem unendlich fernen Punkte 
einer Graden sprechen und dessen Lage gleichmässig auf beiden Zweigen^ 
in welche die Grade von irgend einem ihrer Punkte getheilt wird, annehmen 
kann, wird noch vielfältig aus andern Betrachtungen sich ergeben. Denkt 
man sich auf einer Kugelobßrflache einen Hauptkreis und in demselben ei- 
nen Punkt , sowie dessen Gegenpunkt 0\ so ist die sphärische Entfer- 
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nung desselben von grösser ftls die irgend eines andern Punktes 'S dessel- 
ben Hauptkreises; lässt man nun den Radius der Kugel ohne Grenzen 
ii^achsen, so geht der Hauptkreis in eine grade Linie über und der Punkt 0' 
wird gegen genommen, der unendlich entfernte Punkt der Gra- 
den, denn er bleibt immer entfernter von als irgend ein 
anderer noch so entfernter Punkt iV des in eine Grade übergehen- 
den Hauptkreises. In diesem Merkmale liegt aber die einzige Erklärung 
oder vielmehr Umschreibung des Begriffs unendlich entfernt. 

Setzt man die Verhältnisse AC : CB = fi , AD : DB= v und 
das Doppelverhältniss (ABCD) = A, so haben fi und v gleiche Vor- 
zeichen und A. ist positiv , wenn die Punkte C und D beide entwe- 
der innere, oder äussere sind, oder k ist positiv, wenn die vier 
Punkte des Doppelverhältnisses die Aufeinanderfolgen 

ACDB, CABD, DCAB , ABDC , 
ADCB, DABO, CD AB, ABCD 

haben. In den vier ersten Folgen liegt , wenn man dieselben als 
cyklische ansieht, der Punkt C dem Anfangspunkte A näher als 
der Punkt D und man überzeugt sich leicht, dass dabei AC: CB=fi 

stets kleiner ist als AD : DB = v und dass somit — = il ein äch- 

V 

ter Bruch ist. In den vier letzten Folgen — dieselben gleich- 
falls als cyklische betracMtet — liegt dagegen dem Anfangspunkte 
A der Punkt D näher als der Punkt C und es ist ebenfalls leicht 
ersichtlich, dass hierbei fi>v, also X > 1 ist. 

Wenn aber von den Punkten Cund D der eine ein innerer, der 
andere ein äusserer der Strecke AB ist, so haben ii und v verschie- 
dene Vorzeichen und A, ist negativ. Dieses findet statt bei den Auf- 
einanderfolgen der Punkte 

ACBD, DACB, ADBC, CADB, 

« 

Hierbei ist k absolut genommen ^ 1 , wenn von den bei- 
den Punkten C und D d6r innere C näher an A als an B . und der 
äussere D näher an B als an A liegt, dagegen ist A> I , wenn der 
innere C näher an B als an A und der äussere D näher an A als an 
B liegt ; wird D der innere und C der äussere Punkt , so sind unter 
übrigens gleichen Umständen die Werthe von k die umgekehrten. 
In allen übrigen Fällen, wo der innere und äussere Punkt zugleich 
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näher an A , oder zugleich näher an B liegen, kann A absolut 
kleiner, gleich, oder grösser als 1 werden. *) 

Fallen die Schneidepunkte C und D in irgend einem Punkte, 
welches «,uch der unendlich entfernte Punkt der Grraden sein kann, 
zusammen, so ist X = I ; fällt C mit A^ oder D mit B zusammen, so 
ist il = 0; fällt C mit Ä, oder D mit A zusammen, so ist X = oo. 
In diesen Fällen hört somit das Doppelverhältniss als solches zu 
bestehen auf. 

Aus den obigen Erörterungen geht zugleich hervor, dass, wenn 
von vier Punkten einer Graden drei gegeben sind, mit dem Werthe 
des aus denselben gebildeten Doppelverhältnisses auch der vierte 
Punkt unzweideutig bestimmt ist. 

§. 27. 

Beziehungen zwischen den Doppelverhältnissen 
derselben vier Punkte einer Graden. In dem symbolischen 
Ausdrucke (ABCD) eines Doppelverhältnisses , dessen Werth = k 
sei , können die vier Buchstaben auf 24 verschiedene Weisen ver- 
setzt werden ; diesen 24 Permutationen entsprechen im Allgemei- 
men verschiedene Werthe der dadurch angedeuteten Doppelver- 
hältnisse, insofern nach und nach AB, AC, AD, BC, BD, CD und die 
ihnen gleichen aber entgegengesetzt gerichteten Abschnitte — im 
Ganzen also 12 — als die geschnittenen Strecken auftreten, und von 
den jedesmal beiden andern Buchstaben bald der eine , bald der 
andere den ersten Schneidepunkt bezeichnen können. Es wird sich 
aber zeigen, dass jedes Doppelverhältniss zwischen vier Punkten 
aus jedem beliebigen andern derselben vier Punkte abgeleitet wer- 
den kann. Zunächst hat man 

acad_bd^bc__ca cb_db da 
cb' db~dä' cä~ ad'bd~Jc'äc 

d. i. 

I. {ABCD) = (BADC) =r (CDAB) = (DCBA), 

wovon man sich leicht überzeugt , da jedes Doppelverhältniss 
AC.DB 



AD.CB 



ist. 



*) Jenachdem der äussere Punkt vor, in, oder hinter dem harmonischen 
Punkte liegt, welcheip der innere zugeordnet ist, — „vor" und „hinter** 
gemäss der Kichtung von A nach B beurtheilt. 
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Jedes Doppelverhältniss (ABCD) lässt sich also in 
ein anderes gl eichwerthiges verwandeln, in dessen sym- 
bolischem Ausdruck einer der drei andern Buchstaben 
B^ C, D als Anfangsbuchstabe vorkommt, wenn man die 
beiden letzten Buchstaben mit den beiden ersten und 
zwar entweder jedes Paar in derselben Reihenfolge oder 
jedes in der entgegengesetzten vertauscht. 

Desgleichen müssen von den übrigen 20 Doppelverhältnissen 
je vier einander gleich sein, deren symbolische Ausdrücke ebenso 
der Reihe nach A, B, C, D zn Anfangsbuchstaben haben. Somit 
sind nur noch die Beziehungen derjenigen Doppelverhältnisse auf- 
zusuchen übrig, deren Ausdrücke einerlei Anfangsbuchstaben, z.B. 
A haben, und deren es 6 giebt, nämlich 

(ABCD), {ABDC), {ACBD), 
{ACDB) , {ADBC) , {ADCB). 

Dieselben lassen sich einmal so verbinden, dass die Summe je 
zweier gleich 1 ist, und sodann, dass das Produckt je zweier gleich 
] ist. 

Zwei Doppelverhältnisse zwischen denselben vier Punkten, 
deren Werthe zur Summe 1 geben, mögen complementare und 
diejenigen zwei, deren Product gleich I ist, reciproke Doppel- 
verhältnisse heissen. 

Man hat nun 



/AC AD\ fAD AC\ _ 

Kw ' 'db) \DB ' W) ~ '' 



oder 



i{ABCD) (ABDC) 



1 



n. < (ACDB) (ACBD) — I 

/ (ADBC) (ADCB) = 1 



ebenso 



Vertauscht man in dem symbolischen-Ausdruck ei- 
nes Doppelverhältnisses die beiden letzten Buchsta- 
ben, so erhält man das reciproke Doppelverhältniss. 

In Verbindung mit I. bildet man somit auch das reciproke 
Doppelverhältniss, wenn man die beiden ersten Buchstaben im 
symbolischen Ausdrucke desselben versetzt. 

Nach §. 7 hat man femer zwischen irgend vier Punkten J, B, 
C, D einer Graden die Beziehung 

AC , BD+ CB . AD+ BA . CD = 0, 



hieraus folgt 
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AC BD BA CD__ 
CB'AD'^CB'AD~~^' 
AC AD AB AD_ 
CB' DB^TC' DC~^' 



oder 



{ABCD) + {ACBD) = 1 ; ebenso ist 
III. \ (ACDB) + (ADCB) = I ; 

{ADBC) + IaBDC) = \ ', 

Vertauscht man also in dem symbolischen Aus- 
druck eines Doppelverhältnisses die mittleren Buch- 
staben, so erhält man ein anderes, welches das erstere 
zur Einheit ergänzt; oder: durch Versetzung der mitt- 
leren Buchstaben bildet man das complementäre Dop- 
pelverhältniss. 



§.28. 

Fortsetzung. Mittels der unter I. , 11. , III. bemerkten Be- 
ziehungen kann derWerth jedes Doppelverhältnisses zwischen vier 
Punkten einer Graden durch jedes andere zwischen denselben vier 
Punkten gebildete ausgedrückt werden. Man verwandelt erst das ge- 
gebene Doppelveihältniss nach I. in ein solches ihm gleichwerthiges, 
das denselben Anfangsbuchstaben mit demjenigen hat, dessen Werth 
gesucht wird, und hierauf sieht 'man zu, ob eine oder die andere 
oder beide der unter II. und III. aufgeführten Relationen Anwen- 
dung finden, z. B. 

1) Es sei {ABCD) = A, welchen Werth hat (CABD)? 
Es ist (ABCD) == {CD AB) = X, (nach I), 

ferner {CADB) = 1 — {CDAB) — l — X (nach IH.), 

endlich {CABD) = ^^A_ = -l- (nach IL). 

2) Es sei {CBAD) = A, wie gross ist {DBAC)? 
Es ist {CBAD) = {DABC) = A, 

und DBAC = 1 — {DABC) =z\ — X, 

3) Es sei {BDCA) = A , wie gross ist {CDAB) ? 
Es ist {BDCA) = {CABD) = A, 
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{CA DB) == 



l 



{CABD) 



l^ 

J' 



{CD AB) — 1 — {CADB) = l — y = i. 

Sämmtliche 24 Doppelverhältnisse, welche zwischen vier Punk- 
ten A, B, C, D einer Graden aufgestellt werden können, lassen sich 
somit leicht feststellen , wenn eines derselben gegeben ist. Ist 
{ABCD) = A , so hat man 



{ABCD) = k 
{ABDC) = I 

n 

{ACBD)^ i—k 
{ACDB) = ^^ 



{ADBC) = 
{ADCB) = 



k—i 

k 

k 
k — \ 



{BACD) = I 

{BADC) = k 
{BCAD) ^z^LZl 

{BCDA) = ^ 
{BDAC) =\ — k 
{BDCA) = ^-1^ 



{CABD) == j~^ 
{CADB)— \—k 
{CBAD) = ^ 

{CBDA) = ^- 
{CDAB)^X 

{CDBA) = - 



{DABC)=- 



k — i 



k 
1 



{DACB) = 

{DBAC)=^_^ 

{DBCA)=^i—k 
{DCAB) = ^ 

{DCBA) = L 



§.29. 
Zusätze. Die drei Doppelverhältnisse 

{ABCD) = A; {ACDB) =^ --1- , {ADBC) = ^^ , 

1 A A 

in deren symbolischen Ausdrücken ein und derselbe Anfangsbuch- 
stabe vorkommt, während die drei andern Buchstaben die cyklischen 
Folgen 

BCD , CDB , DBC 



darstellen , haben die bemerkenswertheil Beziehungen zu einan- 
der, dass 

a) ihr Prodnct der negativen Einheit gleich ist, *) 

b) daas der reciproke Wcrth eines jeden dem Complement des 
vorbeigehenden — ebenfalls bei cyklischer Aufeinanderfolge — 
gleich ist, oder daas 



wovon man sich leicht mit Hülfe der im vorhergehenden §. ange- 
gebenen Werthe überzeugen kann. 

3) Von den drei genannten Doppel Verhältnissen haben immer 
zwei einen positiven und das dritte einen negativen Werth, wie sich 

aus der Betrachtung von l 

A eine positive oder negative Zahl, grösser oder klui 
Dasselbe ist auch leicht aus I, h. zu folgern. 



Beziehung zweier Doppelverhältnisse bei sechs 
Punkten einer Graden. Das Product zweier Doppelverhält- 
(ABCD).{ABEF), in deren Ausdrücken dieselben zwei erstenBuch- 
staben vorkommen (welche aus derselben geschnittenen Strecke 
AB mit verschiedenen Schnittpunkten , C, D und E, F hervorge- 
gangen sind), bleibt seinem Werthe nach unverändert, wenn man 
in den Ausdrücken der Doppelverhältnisse die dritten (o'der auch, 
die vierten) Buchstaben mit einander vertauscht; d. h, es ist 
{ABCD) {ABEF) = (ABED) (ABCF). 

*)DieserSfttzlässt auchfolgendeFassniig zu; Werden die dreiStrecken 
AB, SC, CA, deren Summe =^0, gemeioBam in einen vierten Punkt D und 
ten nicht als Greiizpunkt in ihr vorkomnienden 
i A und CA in B geschnitten , so ist das Prodnct 
, in deren AnsdrückenA eine und dieselbe Stell« 
nheit gleich; oder 
CD) (BCAD) {CABD) = — t, 
DC) iftCDA) {CADB) = — l . 
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Von der Richtigkeit des Satzes überzeugt man sich sofort, 
wenn man die Doppelverhältnisse in der gewöhnlichen Form oder 
als Producte von Verhältnissen schreibt. 

Da (ABEF) = ^ ' ist, so kann man vorstehenden Satz 

auch in folgender Form ausdrücken: 

(ABC D) _ {ABCF)_ _ (ABED) 
{ÄBFE) ~ (JEDE) ~ lÄßFCJ ' 

d.h. der Quotient zweier Doppelverhältnisse, welche in ihren bei- 
den ersten Buchstaben übereinstimmen, bleibt unverändert, wenn 

man den j . > Buchstaben im symbolischen Ausdrucke des 

( vierten) "^ 

{vierten ) 
_. I des Dividenden vertauscht. 

§.31. 

Beziehungen dreier Doppelverhältnisse bei fünf 
Punkten einer Graden. Sind A, B, C, D, E fünf Punkte einer 
Graden, so ist 

\CB. ' DBj \DB ' Eb) \EB ' CBJ ~-^ 
oder (ABCD) {ABBE) {ABEC) = l, 

wie die angedeuteten Operationen von selbst ergeben. 

Da auch {ABEC) {ABCE) = l ist, so lässt sich vorstehende 
Beziehung auch in folgenden Formen geben 

{ABCD) (ABDE) = (ABCE), 
{ABCE) : {A BCD) = {ABDE). 

Mit Hülfe derselbenÄann man bei einem Systeme von fünf 
Punkten einer Graden aus zwei Doppelverhältnissen, welche drei 
Punkte gemeinschaftlich haben, einen derselben eliminiren und je- 
des zwischen den übrigen vier Punkten bestehende Doppelverhält- 
niss bestimmen. 

Sind also drei Doppelverhältnisse, von denen jedes drei Punkte 
mit den andern gemein hat, ihrem Werthe nach gegeben, so kann 
man zwei dieser Punkte eliminiren. Seien z. B. die drei Doppel- 
verhältnisse gegeben: 

(ABCD) = d, {ABCE) = e , {ABCF) = ^, 
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80 bekommt -man durch Elimination von C 

Um aus diesen B zu eliminiren, bilde man aus letzteren nach §. 27 

(AEBD) = tZll , (AEBF) == iH^ , 

woraus man endlich 

f — ^ 



{AEDF) = 



erhält. 

Aus vier Doppelverhältnissen 
{ABCD) = Ö, {ABCE)=s, {ABCF)=^, {ABCG) = ri 
mit denselben drei gemeinschaftlichen Punkten A, B, C können 
diese sämmtlich eliminirt, imd somit einDoppelverhaltniss zwischen 
den übrigen vier Punkten bestimmt werden. Nachdem man, wie 
oben aus den drei ersten -B und C, und ebenso aus dem ersten, zwei- 
ten und vierten, dieselben Punkte eliminirt hat, wodurch man 

{AEDF} = j^^, (AEDG)=^i^ 

und daraus 

(DEAF)='j^, iDEAG) = 'j^ 

erhalten , ergiebt sich zuletzt 



{DEFG) = 



(s-v) (*-*)■ 



§. 32. 

Lehrsatz. Sind bei n Punkten einer Graden von den zwi- 
schen ihnen zu bildenden Doppelverhältnissen n — 3 von einander 
unabhängige gegeben, so lassen sich dara^ alle übrigen bestimmen. 

Beweis. Setzt man von den n Punkten 4, JB, C, D . . . der 
Graden die Doppelverhältnisse 

{N) {ABCD) = 8, {ABCF) = B, {ABCE) =^, ABCG=iri 
u. s. w., in denen immer dieselben drei Punkte -4,5, C vorkommen 
und deren Anzahl n — 3 ist, so lassen sich nach dem vorhergehen- 
den Satze alle übrigen Doppelverhältnisse zwischen irgend vieren 
der n Punkte bestimmen. 

Unter diesen, und unter den mit (iV) bezeichneten müssen sich 
aber die n — 3 Doppelverhältnisse, welche im Lehrsatze als gege- 
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ben vorausgesetzt werden, sowie irgend ein gesuchtes befinden, 
welche somit sämmtlich als Funktionen der n — 3 Werthe ö, s, &... 
ausgedrückt sind. Eliminirt man aus diesen n — 2 Gleichungen 
d j Sy &.'.., so erhält man den Werth des gesuchten Doppelver- 
hältnisses als Funktion der Werthe der gegebenen« — 3 Doppel- 
verhältnisse. 

Seien z. B. zwischen 6 Punkten A^B, C,D,E, F einer Graden 
die Doppelverhältnisse (ACDE) = k , [aCEF) = fi, (BDEF) = v 
gegeben und es werde der Werth des Doppelverhältnisses (ABDF) 
= o gesucht , so setze man 

1) {ABCD) = Ö, 2) {ABCE)=zs, 3) {ABCF)^&, 
eliminire aus 1) und 2) B, indem man 

{ACBD) = 1 — ö, {ACBE) = 1 — e 
bildet, woraus sich 

ergiebt. In gleicher Weise erhält man aus 2) und 3) 

(ACBE) = 1 — £, {ACBF) — 1-r-^ 
und 

(ACEF) =l^=u. 
1 — e 

Durch Elimination von C aus 1) und 2) bekommt man 



£ 




desgleichen aus 1) und 3) 




{ABDF)-^ «, {BDAF)~t^ 




und hieraus durch Elimination von A 




^BDEf)-lt^^-.. 




Filiminirt man endlich aus den Gleichungen 




1 — « 1 — -^ s d—d 


ö 



5, f , d , so bekommt man den gesuchten Werth des Doppelverhält- 
nisses {ABDF) 

(i'-l)(^fi-fi-l) 
als Funktion der gegebenen Doppelverhältnisse. • 

Witzschel, neuere Geometrie. 3 
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§.33. 

Erklärung. Sind a, 6, c, d vier beliebig gerichtete Grade 
einer Ebene, so soll der dem Doppelverhältnisse zwischen vier 
Punkten einer Graden ähnlich gebildete Ausdruck 

sin af^c sin a^d 
sin d^b ' sin d^b 
ein Doppelverhältnifis dieser vier Graden genannt und 
symbolisch mit 

sin (abcd) 
"bezeichnet werden. 

Dabei werden alle Winkel nach einem und demselben be- 
liebig gewählten Drehungssinn genommen und man kann hiemach 
c und d als zwei Grade betrachten, von denen jede den Rieh tungs- 
unterschied a'^b in zwei Theile a'^c und c^'b , a^'d und d^b zerlegt , so 
dass stets mit Berücksichtigung von §.12 öV + c'^ft = a'^dH- d^b 
= a^'b für irgend welche gegenseitige Lagen der vier Graden ist. 

Selbstverständlich soll auch immer das Zeichen einer Winkel- 
funktion sich nacSi dem Zeichen des Winkels, wie es gemäss dem 
§. 11 aufgestellten Princip zu bestimmen ist, in gewöhnlicher Weise 
richten, also beispielsweise sin a'^b = — sin b^a = — sin ( — «"^6), 
cos a^b = cos b^a etc. sein , was bereits in §. 15 und 17 beobachtet 
worden ist. 

§.34. 

Beziehungen zwischen Doppelverhältnissen der- 
selben vier Graden. Die Erörterungen von §. 26 lassen sich 
leicht auf Doppelverhältnisse zwischen vier Graden einer Ebene 
übertragen. Dem inneren oder äusseren Punkte eines gradlinigen 
Abschnitts entspricht hier eine Grade, deren positive Richtung ent- 
weder innerhalb oder ausserhalb des von den positiven Richtungen 
zweier anderer Graden gebildeten Winkels zu liegen kommt u. s. w. 
(vergl. §. 12). 

Desgleichen lassen sich die unter §. 27 — 19 bemerkten Sätze 
ohne Weiteres übertragen. Man hat nämlich in gleicher Weise 
wie in 27 

I. sin (abcd) = sin (bade) = sin (cdab) = sin (dcba) 

n. sin (abcd) . sin {abdc) -j=. 1 , 

III. sin {abcd) + sin (acbd) = 1. 
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Von der Richtigkeit der Relationen I. und II. tiberzeugt man 
sich sofort, wenn man die Doppelverhältnisse in ihrer gewöhnlichen 
Form schreibt. 

Die Gleichung unter III. ergiebt sich, wie die analoge in §.27 
aus dem Satze (§. 17) 

sin a^b sin c^d + sin h'^c . sin af^d + sin d^a . sin h'^d = 0. 

Jedes Doppelverhältniss zwischen vier Graden einer Ebene 
kann daher in derselben Weise, wie in §. 26 für Doppelverhältnisse 
zwischen vier Punkten einer Graden gezeigt worden ist, auf irgend 
ein anderes zwischen denselben vier Graden bezogen oder aus dem- 
selben berechnet werden.« 

§. 35. 

Beziehung zwischen denDoppelverhältnissen von 
vier Graden einer Ebene und vier Punkten einer Gra- 
den. Alle obigen auf Doppelverhältnisse zwischen vier Graden 
einer Ebene bezüglichen Sätze haben natürlich auch in dem spe- 
ciellen Falle ihre Giltigkeit, wenn die vier Graden durch einen 
und denselben Punkt S gelegt sind oder, wie man sagt, ein Strah- 
lenbüschel (Strahlenbündel) mit dem Mittelpunkte iS bilden. 
In diesem Falle kann aber das Doppelverhältniss zwischen vier 
Graden zu einem zwischen vier Punkten einer fünften Graden (Trans- 
versale) in eine engere und sehr einfache Beziehung treten, welche 
folgender Satz näher angiebt: 

Wird irgend ein Strahlenbüschel von vier oder 
mehreren Graden durch eine Transversale geschnit- 
ten, so ist jedes Doppelverhältniss zwischen irgend 
vi er Graden des Büschels 



gleich dem Doppelver- 
hältniss zwischen denje- 
nigen vier Punkten der 
Transversale, inweichen 
diese von denselben vier 
Graden geschnitten wird. 
Seien a, b, c, d (Fig. 9) 
irgend vier Grade eines Strah- 
lenbüschels mit dem gemein- 
samen Durchschnittspunkte 
oder Mittelpunkte S und werde 



Fig. 9. 
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von denselben eine beliebige Transversale in denPunkten^, J^, C,2> 
geschnitten , so sind die Doppelverhältnisse sin (abcd) und {ABCD) 
einander gleich oder 

sin a'^c sin c^d AC AD 



Denn es ist 



folglich 

») 

ebenso 



sin c^h ' sin d^b CB ' DB' 



AS sin ACS BS sin ACS 

1C~sinASC' CB~'sinCSB' 



AC BS sin ASC 



2) 



CB ' AS sin CSB ' 



AS_ _ sin ADS BS _ sin ADS 

AD~ sinASD' Tb ~ sin DSB 

AD BS sinASD 



DB ' AS sin DSB' 
Durch Division von 1) durch 2) ergiebt sich 

AC AD_sinASC sin ASD 
CB' DB~sinCSB' sin DSB * 
oder 

AC AD sin af"c sin af"d • 

CB' DB~ sin c'-b' sin d^b ' 
(ABCD) = sin (abcd). 
Es ist leicht zu erkennen , dass die Gleichheit dieser Doppel- 
verhältnisse nicht blos ihren absoluten Werthen , sondern auch 
durchgängig mit Berücksichtigung der Zeichen stattfindet. Denn die 
Gleichheit der Verhältnisse zwischen den Seiten und Sinussen der 
gegenüberliegenden Winkel eines Dreiecks, worauf hier die Rich- 
tigkeit des Lehrsatzes in völliger Allgemeinheit begründet ist , hat 
nach den in §.11, 18 u. f. aufgestellten Principien nicht blos dem abso- 
luten Werthe , sondern auch dem Zeichen nach allgemeine Giltig- 
keit (vergleiche Moebius, Kreisverwandtschaft S. 532, Anmer- 
kung). Uebrigens folgt auch nach den Auseinandersetzungen der 
eben bemerkten §§. , dass, wenn von den drei Punkten A^ B, C der 

(innerer ) 
\ der Strecke AB ist, ebenfalls von den 
äusserer / 

drei Linien SA. SB. SC die letztere SC eine } , „ } des Win- 

^ ausserhalb ; 

kels ASB fallende Grade ist, d. i. mit andern Worten, sowie 
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AC+,CB^AB, 
t auch in allen Fällen 

Sä-SC + SCSB = SA^SB, 
ler 

ASC+ CSB =ASB, (8. §. 19). 



FolgeBS 
vor vier sich 



B. Werden zwei Transversalen in einer Ebene 
einem Funkte S (Fig. 10) schneidenden Gra- 



Fig. 10. 



den 
Punkten A, B, C, B und 

A', B', C, B', geschnitten, 
so ist das Doppelverhält- 
niss {AB C D) zwischen 
den Punkten der einen 
Transversale dem gleich- 
gebildeten Doppelverhält- 
nias {Ä B'CD') zwischen 
den entsprechenden Punk- 
ten der andern Transver- 
sale gleich. Beide Doppel- 
Verhältnisse sind nämlich dem der 
gleich. 

Oder allgemeiner: Wenn von zwei beliebigen Graden e und e 
(Fig. 1 1) einer Ebene die Punkte A,B,C . . .M,N,P der einen den 
Fig. II. 




Strahlen oder «in {ahcä) 



Punkten A',ff,(f... M', iV, P der andern dergestalt entsprechen, 
dass die Verbindnngsgraden AÄ , BS', CC. . . MM' , NX , PP je 
zweier Punkte sich in einem Punkte S schneiden, so ist jedes 
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Doppelverhältniss zwischen irgend «vier Punkten der einen Graden 
dem gleicbgebildeten Doppelverhältniss zwischen den entsprechen- 
den vier Punkten der andern Graden gleich. 

Dabei ist der Durchschnittspunkt Q der beiden Graden e und 
e ein sich selbst entsprechenderPunkt und bildet mit beliebigen drei 
Punkten M^ N^ P der einen Graden und mit den entsprechenden 
iüf , iV', P* der andern Graden gleiche Doppelverhältnisse , d. i. 
{MNPQ) = {MKP'Q). 

2) Mit Berücksichtigung des Durchschnittspunktes Q der bei- 
den Graden e und e lässt sich der vorstehende Satz folgender- 
gestalt umkehren. 

Entsprechen auf zwei Graden e und e die Punkte A^ jP, . . . 
NP . . . der einen den Punkten Ä^ B* . . , N'P' der andern so, dass 
irgend drei Punkte Mj Ny P der ersteren mit dem Durchschnitts - 
punkte Q der beiden Graden dasselbe Doppelverhältniss bilden, 
wie die entsprechenden Punkte M\ N\ P' der andern Graden mit 
demselben Punkte ß ; d.i. ist (MNPQ) = {M'N'Pff) , so gehen die 
Verbindungsgraden AA\ BB' . . . NN\ PP' durch einen Punkt S. 

Sei zunächst S der Durchschnittspunkt der beiden Verbin- 
dungsgraden MM' und NN*^ und treffe die von S nach P gezogene 
Grade SP die e' im Allgemeinen in dem Punkte jP"; so hat man für 
denselben 

{MNPQ)=^{M]rP''Q), 
folglich nach der Voraussetzung 

{MN'P'Q) = {M'N'P"Q\ 

d.h. der Punkt JP" fallt mit P' zusammen. (§. 26. 2.) oder die Grade 
PP^ geht durch den Durchschnittspunkt S der Graden MM^ NN\ 
Da sich aus den Voraussetzungen 

{MNAQ) = (M'N'A'Q), 
MNBQ = {M'N'B'Q) 

dasselbe von jeder andern Verbindungsgraden AA\ BB' . . . ebenso 
wie von PP' erweisen lässt , so gilt (nöthigenfalls mit Berücksichti- 
gung von §. 32) der Satz allgemein. 

3) Gehen durch vier Punkte A^ B, C, D (Fig. 12) einer Graden 
zwei Systeme in je einem Punkte 5, S> sich schneidender Graden 
oder zwei vierstrahlige Büschel a, 6, c, d und a', 6', c', d dergestalt, 
dass a und a in ^, 6 und h' in B u. s. w. sich treffen, so ist das 
Doppelverhältnis» $m (abcd) des einen Büschels dem gleichgebil- 



d'ft'6', 




Fig. 13. 



deten sin (a'6'cV) des andern gleich; denn Fig. 12. 

beide Doppelverhältnisse sind dem der vier 

Punkte (ABCC) gleich. ^ ^^ 

Oder allgemeiner: Wenn von zwei 
viel strahligen LinienbUscheln , deren Mit- 
telpunkte SundS" sind (Fig. 13), die Strah- 
len a,b,c,... m, tt, p des einmi den Strah- 
len a, b', c' . . . m , n',p' des andern der- 
gestalt entsprechen, dasa die Durchschnitts - 
punkte A,B,C,... zweier entsprechenden • 
Strahlen a und a, b und b', c und c'. . . in 
Einer Graden liegen; so ist jedes Doppel- 
verhältniss zwischen irgend vier Strahlen 
des einen Büschels dem gleichgebildeten 
Doppelverhaitniss zwischen den 
entpreehenden Strahlen des an- 
dern gleich. 

Dabei ist die Verbindungs- 
grade g der beiden Mittelpunkte 
S und S" ein sich selbst ent- 
sprechender Strahl und bildet mit 
beliebigen drei Strahlen m,n,p 
des einen Büschels und mit den 
entsprechenden m, n\ p des an- 
dern gleiche Doppelverbältniase , d. i. sin (mnpg) = sin {m'n'p'q). 

4, Auch dieser Satz lässt sich in folgender Form umkehren. 
Entsprechen von zwei Linienbüscheln S und S die Strahlen a, b, c. . 

. .n,p . . . des einen den Strahlen a, b', c . . .n, p' des andern 

dergestalt, dass irgend drei Strahlen m, n, p des einen mit dem bei- 
den Büscheln gemeinschaftlichen Strahle g {SS) dasselbe Doppel- 
verhältniss bilden, wie die entsprechenden Strahlen m, n p' des an- 
dern Büschels mit demselben Strahle g; d. h. ist sin (tnnpg) = 
sin {m'n'p'q) : so liegen die. Durchschnittspunkte J, B,C, ...ff, P... 
entsprechender Strahlen a und a, b und b', c und c . . ,n und n, 
p und j>' ... in Einer Graden. 

Sei zunächst s eine durch Mund N gelegte Grade, welche den 
gemeinschaftlichen Strahl g (SS) in 0, sowie die Strahlen p tinäp' 
in den Punkten P' und P" treffe. Da nun siti {mnpg) = {MNP'Q) 
und sin {m'n'p'q) = {M1«P"Q) , ao ist nach der Voraussetzung 
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sin imnpq) — sin {mnpq), auch {MNP'Q) — {MNP"Q) d. h. P' und i>" 
fallen zusammen in dem Durchschnittspunkte P der beiden Strahlen 
pxmdp. Da sich aus den Voraussetzungen sin(mnaq)=^sin{rnnaq)^ 
sin (mnbq) = sin (mn'b'q) . . . ein Gleiches von den Durchschnitts- 
punkten A, B , . . ebenso wie von P erweisen lässt, so u. s. w. 

Anmerkang. Zwei auf zwei Graden liegende Reihen von Punkten 
oder schlechthin zwei gradlinige Pnflktreihen, bei denen das Dop- 
pelyerhältniss von irgend vier Punkten der einen Reihe dem gleichgebildeten 
Doppel 7erhältnis8 der entsprechenden vier Punkte 'der anderenReihe gleich 
ist, heissen nach Möbius collineare (nach Steiner projectivi- 
sche) Punktreihen. Ist dabei der Durchschnittspunkt der beiden Graden, 
in denen die beiden Reihen liegen, ein selbstentsprechender, oder genügt der- 
selbe den in 2) gemachtenVoraussctzungen, so heissen ausserdem die Reihen 
perspectivisch. Ebenso sind zwei Strahlenbüschel einander cd- 
linear (projectivisch), wenn das Doppelverhältniss von irgend vier 
Strahlen des einen dem gleichgebildeten Doppelverhältniss der vier ent- 
sprechenden Strahlen des andern gleich ist. Ist dabei die Yerbindangs- 
grade der Mittelpunkte Keider Büschel ein selbstentsprechender Strahl oder 
wird den Voraussetzungen in 4) Genüge geleistet, so heissen ausserdem die 
Strahlbüschel (oder deren Lage) perspectivisch. (Das Weitere darüber 
in einem der folgenden Capitel.) 



§.37. 

Relation zwischen den Doppelverhältnissen auf 
fünf Graden einer Ebene. Sind a, fe, c, d, e fünf beliebige 

Grade in einer Ebene , deren jede von den 
übrigen im Allgemeinen in vier Punkten 
geschnitten wird, so lassen sich aus den 
^^ beiden Doppelverhältnissen zwischen den 
Punkten, in welchen zwei Grade von den 
jedesmal übrigen geschnitten werden, alle 
anderen Doppelverhältnisse auf den übrigen 
Graden bestimmen. Wird (Fig. 14) 

a von ft, c, «?, e in den Punkten i>, B'^ JET, C geschnitten 

h „ c, d, e, a „ „ „ E, C, ^', B 

c „ d, e, a, b „ „ „ A, B\ B\ E 
u. s. w. u. s. w. 

und zieht man noch BB^ AB und 2>'i>, welche letztere Grade die d 
in dem Punkte Q schneide, so ist 




j» 



»j 
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{B'EAD') = {EfCAQ), 
lcJD'B) = {EfCQBy, 
multiplicirt man beide Gleichungen und bemerkt, dass nach §. 31 

{ECAQ) {E^CQB) = {IfCAB) 
ist, so ergiebt sich 

(B'EAD') (CA:D'B) = (ITC AB) 
oder 

(B'EAD') (E'CBA) {CÄD'B) = 1 : 
eine Beziehung zwischen den Doppelverhältnissen der Punkte auf 
den Graden c, d, e^ nach welcher jedes derselben aus den beiden 
andern sich berechnen lässt. Dieselbe lässt sich in der Form eines 
mit ihr verwandten und oben §.3l angegebenen Satzes ausdrücken, 
wenn man nach Möbius unter 

""(hcde) 
das Doppelverhältnis s zwischen den vier Punkten der Graden a be- 
zeichnet, in welchen dieselbe von den vier andern Graden 6, c, rf, e 
geschnitten wird. 
Demnach ist 

(JB'EAD') gleichbedeutend mit ^(abde) 
{E'C'AB) „ „ ^{abce) 

IcÄD'B) „ „ ^{abcd) 

und letztere Gleichung nimmt folgende Formen an : 

"^ {abde) . ^(abec) . ^ {abcd) =: 1, 
^{abde) . ^(abec) = ^ (abdc), 
*" (abed) : ^{abec) = * {abcd) 
übereinstimmend mit den Gleichungen in §. 31. 

Es ist leicht abzusehen, wie man von hier aus auf die Bestim- 
mung der Doppelverhältnisse zwischen den Punkten der Graden 
a und b übergehen kann, und dass aus zwei Doppelverhältnissen 
zwischen den Punkten auf zweien der fünf Graden alle übrigen 
Doppelverhältnisse zwischen den Punkten auf den übrigen Graden 
bestimmt werden können. »Sei z. B. 

gegeben, aus welchen ^{eabc) = w berechnet werden soll. Nach 
der letzten der obigen Gleichungen ist 

"{cedb) : ^(ceda) = '^{ceab) 
und nach §. 27 

1 ^ CO 

*» (cedb) = — — ; * {ceda) = 1 — |ii ; ^{ceab) = ; 
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folglicli 

1^ _ CO 

1 1 



o 



I— (l— it) (l — 1^) A+fi — V 

§.38. 

Lehrsatz. Sind allgemein bei n Graden in einer Ebene von 
den Doppelverhältnissen , welche in diesen Graden zwischen ihren 
gegenseitigen Durchschnittspunkten gebildet werden , 3n — 8 von 
einander unabhängige gegeben, so sind damit alle übrigen gegeben. 

Beweis. Jede der n Graden wird von den übrigen in 
n — 1 Punkten geschnitten; sind nun von den Doppelverhältnissen, 
welche zwischen den Punkten in einer dieser Graden gebildet wer- 
den können, (n — l) — 3 von einander unabhängige gegeben, so sind 
nach §. 32 auch alle übrigen derselben Graden bestimmt. Man 
setze daher einstweilen die n — 4 unabhängigen Doppelverhältnisse 
auf« 

« (bcde) = «1 , "^{hcdf) = ly, , . . . , ''{hcdn) = Un^x 

und die n — 4 unabhängigen Doppelverhältnisse auf h 

* {acde) = ßiy * (acdf) = ß^,,. . * (acdn) = jS„_4 

so lassen sich nach vorigem §. aus je zwei untereinander stehenden 
Ol und ßi , «2 und ft . . . wieder n — 4 unabhängige Doppelverhältnisse 
zwischen Punkten , welche auf der Linie c oder d liegen, ableiten 
und aus diesen alle noch übrigen, welche zwischen Punkten auf 
denselben beiden Graden gebildet werden können. In gleicher 
Weise kann man auch auf alle übrigen Graden und die auf den- 
selben liegenden Durchschnittspunkte übergehen, weil mit den Dop- 
pelverhältnissen flfi , oTj . . . «n— 4 > ßii ßi' ' ' ßn-i alle übrigen auf 
a und b gegeben sind; so dass man aus den 2w — 8 Werthen «,, 
<*2 • • • j 1^1 > ft • • • die Werthe aller übrigen , zwischen den Punkten 
auf allen Graden aufzustellenden Doppelverhältnisse, also auch die 
gegebenen 2« — 8, sowie ein gesuchtes (2w — 7)tes als Funktionen 
von «j , «2 . . . |5i , j52 . . . ausdrücken kann. Aus diesen 2n — 7 Gleich- 
ungen lassen sich aber die 2 m — 8 Grössen a, , or^ . . . jSi , j^j . . . eli- 
miniren , wodurch der Werth des gesuchten Doppelverhältnisses 
als Funktion der gegebenen 2n — 8 Doppelverhältnisse sich ergiebt. 
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§.39. 

Andere Ausdrücke für Doppelverhältnisse von 
vier Punkten oder Strahlen. 1) Dem Doppelverliältniss 
(ABCJD) zwischen vier Punkten einer Graden lässt sich noch ein 
anderer als der gewöhnliche Ausdruck geben. Es ist nämlich 

AC^ AD _AB+BC AB + BD 
CB' DB~ CB ' DB ' 



(AB \ {AB \ 

=\cB-'y\DB-'y 



dividirt man die Glieder des letzteren Verhältnisses durch AB^ so 
ergiebt sich 

AC^ AD 
W' 1)B 

oder 



\CB ab) \DB ab) ' 



(ABCD) = (^ + J^) : (-± + J^) ; ebenso ist 
iBABC)=(± + ±}.(± + ±), 

wodurch ein und dasselbe Doppelverhaltniss zwischen vier Punk- 
ten A, By C, D einer Graden ausgedrückt ist. 

2) Nach §. 31 hat man bei fünf Punkten A, B, C, D, Q einer 
Graden 

(ABCD) = (ABCQ) : (ABDQ), 
hieraus folgt nach §. 27 

ABCD—[i—(ACBQ)] : [{ — (ADBQ)] 

oder , wenn man die Poppelverhältnisse in gewöhnlicher Form 
schreibt 

'-») = [-(xc^i)]^[-(f^p1)]. 

und das Verhältniss AB : AQ als gemeinschaftlichen Faktor beraus- 
dividirt 
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{DCBA) _ [^^^ ^^J . !_— ^^J . 

vier gleichbedeutende Ausdrücke eines und desselben Doppelver- 
bältnisses zwischen vier Punkten J, B^ C, D einer Graden, i n w e 1 - 
eben noch ein willkürlicher fünfter Punkt derselben 
Graden vorkommt. 

Nimmt man den Punkt Q als den unendlich entfernten Punkt der Gra- 
den an, 80 sind die Verhältnisse 

QG QD^ 
and das Doppel verhältniss {ABCD) geht über in 

oder nachdem man AB herausdividirt hat, 

d. h. die erste der unter 1) bemerkten Relationen. 

3) In ähnlicher Weise findet man für fünf beliebige Grade 
a, ft, c, e?, q einer Ebene . 

r fsin a^b sin a'^qW V fsin a'^b sin a!^q W 
^ ^ L \s%n b^c sin q^c/J L \stn b^d stn q d/J 

. , ^ r^«^ <t<^ sin q^c] Vsin q'^a sin q'^d'X 

stn {abcd)= - — : — — : -^ — ^-— ■ , ebenso 

' Lstn ab stn c bj Lstn a'^b stn d^bJ 

. / . , \ r^in q^b sin q^df] Vsin q'^b sin q^c] 
stn {badc)=z -————^\:\.^^^— ^L- , 

L^f^ a stn a aj x^stn o a stn c aj 

u. s. w. 

4) Nimmt man dabei die beliebige Grade q senkrecht zu b an, 
so ist 

^a = ^b + b^a = 90° —afb 

und sin q'^a = cos af'b ; ebenso sin q^c = cos cf^b u. s. w. 

sinq^a sin q^c ^ . 

-: — — =r cot ab. — — — z=zcotcb u. s. w., 

stn ab stn c b 
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somit sin (abcd) = (cot af^b — cot c^b) : {cot af^b — cot itb) 
oder sin {abcd) = {cot a^b + cot b^c) : {col afb + cof b^'ä) 

ebenso findet man , wenn q senkrecht zu a angenommen wird, 

sin {bade) = {cot b'^a + cot af'd) : (cot b^a + cot a'^c) 
u. s. w. (vergl. 2.) 

§. 40. 

Zurückführung eines Doppelverhältnisses auf. ein 
einfaches und umgekehrt. Das Doppelverhältniss zwischen 
vier Punkten einer Graden oder zwischen vier Strahlen einer Ebene 
kann in zwei besonderen Fällen sich auf ein einfaches reduciren. 

1) Seien J, B, (7, D vier Punkte einer Graden und SJ, SB, SC 
SB vier nach denselben von einem Punkte S der Ebene gezogene 
Strahlen. Letztere mögen noch durch eine andere Transversale in 
den Punkten A\ B\ C, Z>' geschnitten werden, so dass ßlao{j4BCB) 
= {ÄB'CB') ist. Legt man nun diese Transversale 

a) einem der Strahlen z. B. SB parallel , so wird der Durch- 
schnittspunkt B' der unendlich ferne Punkt der Transversale -/i'^'C* 
und von den beiden Doppelverhältnissen reducirt sich das letztere 

' äC ÄB' 

{ÄB'CfB') auf --rp , weil^-r^, = — 1 ist. Man hat somit 

B C B B 

{ABCB) = Ä(f : B'C, wenn ÄB'C parallel SB , ebenso 

{ABCB) = {BABC) = B'B' ; ÄB\ „ ff AB' „ SC, 
{ABCB) = {CBAB) — CA : B'A\ „ CB'A' „ SB, 
{ABCB) = {BCBA) = B' B' : C B' , „ B'Cff „ SA, 
gelegt ist. 

b) Wird aber die Transversale so gelegt, dass der Punkt B' 
in die Mitte zwischen A' und B' zu liegen kommt, oder das Ver- 
hältniss A'B' : B'B' = 1 wird, so geht das Doppelverhältniss {ÄB*CB') 
in ÄC : CB' über, und man hat 

{ABCB) — ÄC : CB', wenn AB' — B'ff ist ; ebenso 

{ABCB) =.-= {BABC) = B'B' : B' Ä , „ ÄC = CB' ist, 
(ABCB) ~ (CBAB) == CA : AB', „ CB' = B'B' ist, 
{ABCB) = {BCBA) = B'B" : B'C, „ CA ^ AB' ist. 

Eine Transversale, auf welcher ein Abschnitt z. B. AB' durch 
den Strahl SB in B' halbirt wird, ist ihrer Eichtung nach bestimmt, 
wenn man durch einen beliebigen Punkt B^ der SB (Fig. 16) die 
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Parallelen 2),^, D^B' zu SB und SÄ 
zieht , welche SA und SB in den Punk- 
ten Ä und B* treffen. Die durch Ä und 
^'gelegte, sowie auch jede zu derselben 
parallel geführte Grade entspricht dann 
der gestellten Forderung. 

2) Desgleichen lässt sich jedes Dop- 
pelverhältniss zwischen vier Strahlen 
durch ein einfaches zwischen drei Strah- 
len wiedergeben. 
Seien a , ft , c , d vier Grade , welche sich in einem Punkte S 
schneiden und von einer beliebigen Transversale e in den Punkten 
A^ B^C^D getroffen werden. Jede vier Strahlen a\ b\ c\ (/, welche 
durch einen andern Punkt S' , sowie beziehlich durch dieselben 
Punkte A, B, C, D gelegt werden, bilden dasselbe Doppelverhält- 
niss wie die ersteren vier Strahlen, oder es ist 

sin (abcd) = sin (ab' cd). 
Wählt man nun den Punkt ^ so, dass 

a) a und V senkrecht zu einander gerichtet sind, mithin 
a'^c + c%' = a V + rf'^fe' = 90° und 



sm a c 

'AI ' 

stn c b 



stn a c 



'A ' 



= 'A ' =^^« C 



COS d'^c 



stn a 



'V 



stn a 



'V 



'aV 



ig d'^ä 



sin d^d cosd'^d 
wird , so hat man 

sin (abcd) = ig d'^c : ig d*"d^ ebenso 

sin (abcd) = sin (bade) = ig d'^d \ ig b''^c , 
In gleicher Weise ist 

sin (abcd) = sin (cdab) = ig c'^d : ig c^b' und 
sin (abcd) = sin (dcba) = ig d'^b' : ig d'^d , 
wenn die Strahlen c und d zu einander senkrecht angenommen 
werden. 

/ ersten 



Der Ort von Ä* ist in dem 



( zweiten 



Falle ein Kreis über 



I rn \ ^^ Durchmesser. Es ist aber leicht einzusehen, dass über- 
haupt jeder Punkt der Ebene ausser 5 der gestellten Forderung für S* 
gütigen kann. Denn legt man durch einen beliebig gewählten Punkt »S* 
zwei zu einander senkrechte Grade d und b' (c und cT), welche die 
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Strahlen a und 6(cundrf) in den Punkten -4 und jP(C und 2>) schneiden 
— nur so, dass keiner dieser Schnittpunkte mit S zusammenfällt — 
zieht hierauf durchs und B {C und D) die Transversale e^ welche die 
beiden andern Strahlen c und d (a undft) in den Punkten CundD {A und 
B) schneidet und zieht endlich die Graden S^C oder c und SD oder 
ef (ß^A oder «'"und SB oder &'), so gnügen die drei Strahlen alc\cC 
oder b\ c\ ef (c , a', h' oder rf', a', 6') den gemachten Forderungen, 
b) Der Punkts^ kann auch so gewählt werden, dass a'^^ef = ef^fe', 
mithin sin a'^d : sin ä'^b' = 1 wird. Damit reducirt sich das Doppel- 
verhältnis s 

sin (abcd) auf das einfache sin d^e : sin c'^b' ; ebenso 
sin (abcd) = sin (bade) auf sin b'^d* : sin efV, wenn b'^^c = c'V, 
sin (abcd) = 5m (cdab) ,, 5in c V : sin d'^d „ c''^6' = 6'V, 
sm (abcd) == 5m (dabo) ,, -sm ef'ö': sm ö'^^c „ (fV = a'^^c'. 
Dass man durch jedem Punkt S der Ebene vier Strahlen a\ b\ 
c, d legen kann, deren Doppelverhältniss sin {ab' cd) sich auf 
ein einfaches z. B. auf sin d^c : sin c^b' reducirt und dem gegebenen 
Doppelverhältnisse sm (abcd) von vier andern Strahlen gleich ist, 
lässt sich leicht darthun. Zieht man nämlich (Fig. 16) durch einen 
beliebigen Punkt D* des Strahles d Yis, 16. 

eine Transversale so, dass i>' den Ab- 
schnitt A!B' derselben , welcher zwi- 
schen den Strahlen a und b liegt, hal- 
birt, legt durch S eine Senkrechte zu 
A'B\ welche d in dem Punkte 2) trifft, 
dann durch I) eine Parallele zu A'B\ 
welche die Strahlen a, b^ c in A^ B^ C 
schneidet und zieht SA, S'B, SC', so 
bilden diese mit SB das geforderte 
Strahlenbtischel a\b\c\d, für welches sin (ab' cd) = sin d^c : 
sin c'^b' = sin (abcd) ist. 

3) Umgekehrt kann jedes einfache Verhältniss zwischen drei 
Punkten Ä , B\ (f einer Graden durch ein Doppelverhältniss Jiwi- 
schen vier anderen Punkten A, B, C, D einer andern 'Graden wieder- 
gegeben werden. 

Denn ist 2>' der unendlich ferne Punkt der Graden ÄB\ so 
wird das Doppelverhältniss (^'^'C'2>'), welches sich auf daseinfache 
A[(f\ ^'C' reducirt , immer dem Doppelverhältnisse (ABCD) gleich- 
gesetzt werden können , wenn nur die Punkte des letzteren nach 
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§. 36 denen des ersteren entsprechend angenommen werden , was 
auf unendlich vielfache Weise möglich ist. 

Hiernach lässt sich überhaupt jede Funktion, die nur aus ein- 
fachen Verhältnissen zwischen Punkten einer Graden — einschliess- 
lich einer oder mehrerer Constanten — zusammengesetzt ist, in die- 
selbe Funktion von Doppelverhältnissen zwischen Punkten einer 
Graden umsetzen. 

Z. B. I. zwischen drei Punkten A\ B ^(f einer Graden hat man 

die Kelation 

AB' + B'C + CA = oder 

AB' Ä(f _ 

B'c'^ aB'~ '• 

Bezeichnet nun D' den unendlich fernen Punkt der Graden 
ÄB\ so ist , weil jiD' : D'C = — 1 und ebenso ^D* : D'B = — 1 

ist, auch 

AB' j^ , ^ ÄD' _ 
B'C' B'C"^ CB'' D'B'~^' 

Dieselbe Relation von Doppelverhältnissen gilt offenbar auch 
von den gleichgebildeten der Punkte A^ B ^ C, D einer andern Gra- 
den, wenn beide Systeme von Punkten nach §. 36 sich entsprechen, 
wobei im Allgemeinen keiner der Punkte A^ B^ C, D ein unendlich 
entfernter ist. Diese somit erhaltene allgemeine Relation von Dop- 
pelverhältnissen entspricht übrigens der oben §. 7 bemerkten Be- 
ziehung und ist gleichbedeutend mit der unter §.27 IL aufgestellten. 

n. Zwischen vier Punkten A^ B, C, B einer Graden gilt die 
allgemeine Beziehung (§. 8) 

D^* . DB^ . BO" 



AB , AC ' BC ,BA ' CA. CB 

Bezeichnet man mit jE den unendlichi*ernen Punkt der Graden, 
löst jedes Glied auf der linken Seite vorstehender Gleichung in ein 
Product zweier einfachen Verhältnisse auf und setzt mit Hilfe von 
E jedes dieser Verhältnisse in ein Doppelverhältniss um , so erhält 
man 

(BA i^\ (DA J^E\ /BB BE\ {^:^\ 

\Äc' EcJ \äb' eb)^ \ba' eäJVbc' Ic) 

(BC BE\ (BC B]S\ _ _ 

"*■ \CB ' Eb) \CA ' EaJ '^ •*' 
oder 

(BACE) (BBCE) + (BBAE) {BCAE) + {BCBE) (BABE) = — 1. 
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Diese Gleichung muss nun, weil in ihr nur Doppelverhältnisse 
und eine Constante vorkommen , auch gelten , wenn E nicht mehr 
der unendlich ferne, sondern ein beliebiger Punkt einer Graden ist. 
Sie lässt sich übrigens noch in folgende Form bringen : 

AB^.BC. CE. EB + B]J^.CA.AE.EC+ CBKAB.BE.EA 

+ I)E^.AB.BC.CA — 0, 
oder mit Vertauschung der Buchstaben JD und E^ 

EA^.BC.CB.BB + EB^.CJD.BA.AC + EC^.BA.AB.BD 

+ EI)\AB.BC.CA = 0: 
welche somit eine allgemeine Gleichung zwischen fünf 
beliebigen Punkten einerGradenist. 

4) Enthält ein Ausdruck zwischen Punkten einer Graden nur 
Doppelverhältnisse und Constante , so kann man nach §. 35 und 36 
ohne Weiteres von demselben auf den gleichgebildeten Ausdruck 
von Doppelverhältnissen zwischen ebenso vielen Graden eines 
Strahlbüschels übergehen. So geben z. B. die in voriger Nummer 
unter I. und II. entwickelten Beziehungen auch sofort 

sin (acbd) + sin (abcd) = 1, 
oder sin afb sin (^d + sin h'^c . sin a'^d + sin c^a sin b^d = ; 
und 

sin (dace)sin (dbce) + sin (dbae) sin (dcae) + sin (dcbe) sin (dabe) = —1, 
oder 

m* a^d sin b^c . sin c^e sin e^b + sin^ b^d sin d^a sin a'^e sin d^c 
+ m* d^d sin al^b sin b'^e sin da + sin* d'^e sin a'^b sin b'^c sin da = 0. 

§. 41. 

Construction des vierten Punktes oder Strahles zu 
drei gegebenen eines Doppelverhältnisses. Sind von 
vier Punkten einer Graden drei gegeben, so ist", wie schon früher 
bemerkt, mit dem Werthe des Doppelverhältnisses auch der vierte 
bestimmt; dasselbe gilt auch bezüglich des Doppelverhältnisses 
zwischen vier Strahlen. Die Sätze der vorhergehenden Nummer 
lassen sich zur Lösung der Aufgabe benutzen, zu drei Punkten oder 
Strahlen den vierten durch Construction zu bestimmen , wenn das 
Doppelverhältniss zwischen den vier Elementen gegeben ist. 

1) Seien von vier Punkten A^ B\ C, D einer Graden das Dop- 
pelverhältniss (ABCD) = A, sowie die Lage der drei ersten A^ C, D 
gegeben. 

a) Man ziehe durch den dritten (durch den zum gesuchten D 

Witz»chel, neuere Geometrie. 4 
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Fig. 17. 




zugeordneten) Punkt C (Fig. 17) eine beliebige Transversale und 

trage auf derselben von C aus zwei 

Strecken CA und CB' ab, deren Ver- 

hältniss CA : CB gleich dem gegebenen 

Werthe l : 1 des Doppelverhältnisses 

ist und deren Kichtungen von C aus 

« 

gleich oder entgegengesetzt sind, 
je nachdem X ein positiver oder ne- 
gativer Werth ist. Man verbinde 
dann A mit-/ und B mit B' durch Grade, 
und durch den Schneidepunkt S der- 
selben eine Parallele zu ÄB\ welche die AB in dem gesuchten 
Punkte D schneidet. 

Zieht man nämlich noch SC, so sind SA^ SB^ SC, SB vier Grade, 
welche die beiden Transversalen AB und A'B' in entsprechenden 
Punkten A, Bj C, D und ^', B\ C, B' schneiden, deren Doppel Ver- 
hältnisse folglich einander gleich sind. Wegen des Parallelismus 
von SB mit A'B' ist aber D' der unendlich entfernte Punkt der Gra- 
nden A^B' und das Doppelverhältniss {ÄßCB') reducirt sich auf das 
einfache CA : Cll , (§. 40 a.) Somit ergiebt sich 

{ABCB) — CÄiCB'^^lil. 
Es müssen daher auch CA und CB' gleiche oder entgegengesetzte 
Kichttmg haben, je nachdem X positiv öder negativ ist. 

Ist von den vier Punkten , welche das. Doppelverhältniss 
(ABCB) = l bilden, ein anderer z. B. B der gesuchte, so kann man 
denselben nach §. 27 immer als den letzten im symbolischen Aus- 
drucke darstellen, indem auch 

{ABCD) = (CBAB) = A 
ist. Es tritt dann der zu B zugeordnete Punkt A an die Stelle von 
C des vorhergehenden Falles , durch diesen ist dann die Transver- 
sale zu ziehen u. s. w. 

b) Man lege durch den ersten 
Punkt A (Fig. 18) eine beliebige 
Transversale und trage auf der- 
selben von A aus zwei Abschnitte 
ACy CB', die sich = X : 1 verhal- 
ten, hintereinander in gleicher 
oder entgegengesetzterRich- 
tung ab , jenachdem das Verhält- 
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niss X positiv oder negativ ist. Man halbire dann AB' in 2>' und 
ziehe die Graden CC und Bff, die sich in S schneiden, so wird die 
Grade durch S und />', die AB in dem gesuchten Punkte B treffen. 
Denn nach §. 35 ist 

{ABCB) = {ARCB') 
und weü AB' = B'B\ {AB'CB') = ACT : CB' = A, 
mithin i^ABCB) = A. 

2) Sind a^ by Cy d vier Strahlen , welche sich in dem gemein- 
schaftlichen Punkte S schneiden , und sind ausser dem Doppelver- 
hältniss sin {abcd) = A drei derselben a^ h^ c ihrer Kichtung nach 
gegeben, so lässt sich der vierte d einfach dadurch bestimmen, dass 
man eine beliebige Transversale zieht, welche die gegebenen Strah- 
len in den Punkten A^ By C schneide. Zu diesen dreien sucht man 
auf der Transversale einen vierten B von der Beschaffenheit, daas 

{ABCB) = sin (abcd) = X 
ist und zieht durch B und S eine Grade SB oder d. 



Drittes Capitel. 
Das harmonische Verhältniss. 



§.42. 

Jbirklärung. Wenn das Doppelverhältniss {ABCD) 
zwischen vier Punkten einer Graden den besondern 
Werth — 1 hat, so heissen dievier Punkte -4, i?, C, D har- 
monische Punkte und das Doppelverhältniss ein har- 
monisches Verhältniss. 

•p- jg Man bezeichnet in diesem 

Falle die Strecke AB als eine in 



'2 Q g 2r ^®^ Punkten C und D har- 
monisch getheilte; weilaber 
(ABCD) = (CD AB) ist, kann man auch sagen, dass die Strecke 
CD in den Punkten A und B harmonisch getheilt ist. 
Dieser gleichmässigen Beziehung wegen werden sowohl die Punkte 
A und B als auch C und D einander zugeordnete oder con- 
jugirte Punkte genannt. 
Das Doppelverhältniss 

^.«^,.v ^C AD 
(ABCD) = -:^^-l 

wird als ein harmonisches Verhältniss bezeichnet, weil es 
mit der harmonischen Theilung einer Graden nach der gewöhnlichen 
Definition übereinstimmt, wenn übrigens die Abschnitte absolut ge- 
nommen werden. 

Anmerknng. Drei Grössen stehen in stetiger harmonischer Pro^ 
portion, wenn die Differenz der ersten und zweiten Grösse zur Differenz der 
zweiten und dritten sich verhält, wie die erste zur dritten. Sind also 
Af Bf Cf D vier hintereinander folgende Punkte einer Graden, so bilden die 
drei Abschnitte AC^ AB, AD eine harmonische Proportion, wenn 
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d.i. CB:BD = AC:AD, 

oder AC : CBssAD: BD. 



Hieraus folgt 



AC AB _ 
CB' BD ' 



daher ^ : ^ oder (^^(7i>) = - 1. 

Nimmt man auf die Bichtungen und Vorzeichen der Abschnitte keine 
Bücksicht, so sagt man, die Linie AD ist in B und C harmonisch getheilt, 
wenn von den drei Abschnitten ABy BG, CD der mittlere zu einem der bei- 
den äussern sich verhält, wie der andere äussere zu der ganzen Linie, oder 
wenn das Product aus den beiden äussern Abschnittet gleich dem aus der 
ganzen Linie und dem mittlem Abschnitte ist. 

§. 43. 

Theilung eines Abschnitts nach einerlei Verhält- 
nis s. Wird eine Strecke AB in zwei Punkten C und D nach einer- 

tn 
lei, übrigens beliebigem, aber entgengesetztem Verhältnisse — 

und geschnitten, so ist sie in den beiden Punkten C und D 

fi 

harmonisch getheilt. Denn ist 

AC m AD m 



so ist 

AC AD 



CB DB~ ^' 



§.44. 

Zusätze, l) Nach §. 27 ist, wenn (ABCD) = — 1 ist, auch 
(ABDC) = (BACD) — (BADC) = — 1 ; 
ebenso 

(CDAB) = (CDBA) = (DCAB^ = (DCBÄ) = — 1. 

2) Wenn das Doppelverhältniss (ABCD) ein harmonisches ist, 
also einen negativen Werth hat, so muss von den beiden Schnei- 
depunkten C, D der Strecke -45 der eine ein innerer, der an- 
dere ein äusserer sein; in gleicherweise muss von den beiden 
Schneidepunkten -4, B der Strecke CD der eine ein innerer, der an- 
dere ein äusserer sein (§. 26). 
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3) Ist von den vier Punkten A^ B^ C, D einer Graden, welche 
das harmonische Verhältniss {ABCD) = — 1 bilden , C die Mitte 
der Strecke AB, oder ^C : Ci? = 1, so ist AD : DB = — 1, folglich 
D der unendlich ferne Punkt der Graden (§. 26) , und umgekehrt : 
der harmonisch zugeordnete Punkt C des unendlich fernen D der 
Graden ist der Mittelpunkt des Abschnitts der beiden andern Punkte 
A und B, 

4) Ist dagegen C irgend ein anderer innerer Punkt von AB, so 
liegt der äussere Punkt D auf der Verlängerung von AB oder von 
BA j je nachdem AC grösser oder kleiner als CB ist. Oder liegt 
C näher am Endpunkte A (B) des Abschnitts als an B (A), so befin- 
det sich D auf der zur Seite von A (B) liegenden Verlängerung des 
Abschnitts. 

5) Sind also A und B, C und D zugeordnete harmo- 
nische Punkte , so liegt die Mitte je z'^eier zugeord- 
neter Punkte immer ausserhalb der Strecke, welche 
die beiden andern zugeordneten Punkte begrenzen. 

6) Ist die Strecke AB (Fig. 20) in C und D, in C und D', in C" 

■p. „^ und D" harmonisch getheilt, 

und liegen sowohl C als C 
D' j^ A CC C" B W^ ^^^^^ a^ ^ a^s an Ä , befinden 

sieh also beide zugeordnete 
Punkte D undD'auf der Verlängerung von BA (4), so liegt D näher 
an A als D\ wenn auch C näher an A als C liegt. Denn ist 

AC<A(f, 

so ist auch _ < _ 

und weil 

AC AD_AC AD' 

CB ' DB~ CB' D'B 
auch (absolut genommen) 

AD AD' 



DB ^ D'B ' 
folglich (absolut) 

AD < AD\ 

Eine der beiden zwischen je ewei zugeordneten Punkten lie- 
genden Strecket CD, CD' li^gt daher ganz auf der Änd^Wi. lA^gt 
aber einer der zugeordneten Punkte z.B.C'iiähejt ta,tiB Altttui Ä, so 
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liegt der andere Z>"'auf der Verlängerung von AB und die Strecke 
C'D" liegt ganz ausserhalb der Strecken CD oder CD\ 

Ist daher eine Strecke auf zwei verschiedene Wei- 
sen harmonisch getheilt, so haben die beiden zwischen 
je zwei zugeordneten Piinkten liegenden Streken ent- 
weder gar keinen Abschnitt miteinander gemein, oder 
die eine Strecke liegt ganz auf der andern, d.h. wird 
von derselben eingeschlossen; niemals aber kann eine 
Strecke nur theilweis auf der ändern liegen. 

Liegen somit zwei Abschnitte Ci>, C/>' einer Gra- 
den theilweise übereinan- 
der, wie in Fig. 21, so lassen Fig. 21. 

sich dazu nicht zweiPunkte — -z -p — jj jp-- 

^ und f bestimmen, welche 

sowohl zu C und D als auch zu O'und/)' zugeordnete har- 
monische Punkte wären. (M. s. u. §. 59.) 

§. 45. 

Erklärung. Ist der Werth des Doppelverhältnisses sin {abcä) 
zwischen vier Graden , welche in einem Punkte zusammentreffen, 
gleich — 1, so bilden die Graden ein h^armonisches Strahlen- 
büschel; a und b sowie c und d nennt man einander zugeord- 
nete oder conjugirte Strahlen. Auch sagt man, dass* c 
und d den Winkel a^b harmonisch theilen, wie auch a und 
b den Winkel cf^d harmonisch theilen. Von allen vier Strahlen ge- 
braucht man nicht selten die Bezeichnung Harmonikaien. 

Aus dieser Erklärung, sowie aus §. 34 und 35 geht hervor, dass 
auch bei vier Harmonikaien a, &, c, d stets 

sin (abcd) = sin (abdc) = sin {bacdl) = etc. = — 1 
ist, oder dass §. 44 1) und 2) unmittelbar auf vier Harmonikaien 
übertragen werden kann. 

§. 46. 

Harmonische Lage von vier Strahlen in besondern 
Fällen. Nach §. 35 schneiden vier Harmonikaien a, b, c, d jede 
beliebige Transversale in vier harmonischen Punkten Aj S, C, D 
oder es ist 

sin (abcd) = (ABCD) = — 1. 

Wird die Transversale einer der Harmonikaien z. B. d parallel 
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geführt , so fällt deren Durchschnittßpnnkt C mit der zugeordneten 
Harmonikale c in die Mitte zwischen die Durchschnittspnnkte mit 
den beiden andern Harmonikalen a und h. (§. 44 3.) 

Hieraus folgt: 1) Sind yier Strahlen eines Büschels 
den Seiten und Diagonalen eines Parallelogramms pa- 
rallel, so ist das Büschel ein harmonisches, in welchem 
die den Diagonalen parallel liegenden, sowie die den 
Seiten parallel liegenden Strahlen einander zugeord- 
net sind. 

Stehen ausserdem noch die beiden zugeordneten Strahlen c 
und d auf einander rechtwinklig (ist das eben erwähnte Parallelo- 
gramm ein Rhombus) , so sind die Winkel o^c und c^h einander 
gleich, d. h. 

2) Wenn von rier Harmonikaien zwei zugeordnete 
einen rechten Winkel einschliessen, so ist eine dersel- 
ben die Halbirungslihie des Winkels, welchen die bei- 
den andern Harmonikaien bilden. 

Damit sind auch folgende Sätze erwiesen: 

3) Wird in einem Dreieck ein innerer Winkel, so- 
wie der äussere Nebenwinkel halbirt, so theilenbeide 
Halbirungslinien die gegenüberliegende Seite harmo- 
nisch. Oder die Halbirungslinie eines Winkels und 
die Senkrechte zu derselben (die Halbirungslinie sei- 
nes Nebenwinkels) th eilen die Winkel harmonisch. 

4) Wird der Durchmesser CD (Fig. 22) eines Kreises 

in zwei Punkten^ und B har- 
monisch getheilt, und zieht 
man nach densel]}en von ei- 
nem beliebigen Punkte -Yd es 
Kreisumfangs zwei Grade, 
XA,XB^ so wir d derWinkel der- 
selben ÄXB durch diejenige 
Grade XC halbirt, welche 
von demselben Punkte JT des 

Kreisumfangs nach dem zwischen Ä und B liegenden 
Endpunkte C des Durchmessers gezogen ist. 

4) Da unter der Voraussetzung , dass die Winkel ÄXB und 
CXB ema,näer gleich sind, bekanntlich -4 C:C^=i4Jir:i?jr ist, so folgt: 

Der geometrische Ort der Spitzen X allerDreiecke 



Fig. 22. 
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über einer gemeinsamen Grrundlinie^^, derenbeide an- 
dern Seiten AX, XB ein constantes Verhältniss m\n ha- 
ben, ist einKreis, dessenMittelpunkt in der verlänger- 
ten Grundlinie liegt und dessen Durchmesser dem Ab- 
stand der beiden Punkte C und D gleichkommt, in wel- 
chen die Grundlinie ^ß nach dem constanten Verhält- 
nisse m:n harmonisch getheilt wird. , 



§. 47. 

Metrische Verhältnisse bei vier harmonischen 
Punkten oder Strahlen. Sind A^ By C, D vier harmonische 
Punkte einer Graden und a, 6, c, d vier Harmonikaien, so ist 
(§. 28, 34) 

(ABCD) = —\', (ACDB) = ^', (ADBC)z=2; 
d. h. wenn man diese Doppelverhältnisse in der gewöhnlichen 
Weise schreibt, ist 

AC AD_ 

^' cb''db~ .^' 

so ist auch 

^ iab.cd — 2ac.bd, 

\ba.cd = ^bc.ad. 

Ebenso folgt bei vier Harmonikaien «, ft, c, d aus 

-, sin af'c sin a^d 

ib. -: — ^'. . -^, = — 1 

stn c^h stn d^b 



Hb. 



sin af^b . sin cfd = 2 m a^c . sin b^d 
sin cfd •=^ 2 sin b^c . sin af^d. 



isin af^b . sif 
sin b^a . ^i; 



Die Beziehung 11. (ebenso üb.) lässt sich auch in folgender 
Weise ableiten. Setzt man in der allgemeinen Gleichung für vier 
Punkte einer Graden (§. 7) 

ab.cd+bc.ad+ca.bd = o 

voraus, dass zwei dieser Producte z. B. i?C.^D und CA, BD gleiche 
Werthe haben, so folgt aus 

BC.AD=CA.BD 
sofort 

AC AD__ 
CB' DB~ ^' 



— 58 — 

d. h. die vier Punkte A^ B^ C, D sind harmonische. Sodann hat 
man in Folge derselben Voraai^setznng auch 

iAB.CDz=^ 2AC . BD, oder 

\bA.CD = 2BC.AD 

§.48. 

Andere Ausdrücke für das harmonische Verhält- 
nis s. Nach §. 39 folgt für vier harmonische Punkte -4, B, C, D aus 
(ABCD) — —l ^ 

AB^BC \AB^ BDJ 



oder 



III; 



2 
BA 


_ 1 
~BC 


+ 


1 
BD' ® 


2 

AB 


1 
~AC 


+ 


1 
AD' 


2 
CD 


1 


+ 


1 
CB' 


2 
DC 


1 


+ 


V*) 



ebenso 



d.h. der reciproke Werth der Entfernung eines Punk- 
tes von seinem harmonisch zugeordneten ist das arith- 
metische Mittel der reciproken Entfernungen dessel- 
ben Punktes von den beiden andern harmonischen 
Punkten. 

Desgleichen ergiebt sich für vier Harmonikaien a, b, c, d 



3 _ 1 1 

ig c^d ig &a ig d^b 

Bemerkung. Wählt man zu mehreren Punkten A, B, C7, JO... einer 
Graden einen Punkt M in derselben von der Beschafifenheit , dass der reci- 
proke Werth seiner Entfernung von einem gewissen Punkte der Graden 
des arithmetische Mittel zwischen den reciproken Werthen der Entfernungen 



*) Jede dieser Gleichungen drückt auch den hekannten Satz aus : D r e i 
Grössen stehen in einer stetigen harmonischenProportion, 
wenn ihre Beciproken eine stetige arithmetische Propor- 
tion bilden. 
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der Punkte A^ By C, /> . . . von demselben Funkte 0, ist, d.h. dass 
man hat 

OM OA^ OB^OC ^ OD^'" 

wenn n die Zahl der Punkte A^ B^ C, B , . .ist, so nennt man nach Mao* 
laurinO^fdas harmonis ch e Mittel der Entfernungen 0^, 0^, 
OC etc. oder nach Poncelet den Punkt ilfden harmonischen Mit- 
telpunkt der Punkte ^, By C . . , 

Diesen Erklärungen gemäss kann vorstehender Satz auch folgende 
Fassung erhalten : Bei vier harmonischen Punkten ist die Entfernung eines 
derselben von seinem zugeordneten das harmonische Mittel der Entfernungen 
desselben Punktes von den beiden andern Punkten. Oder jeder der Punkte 
ist in Beziehung auf seinen zugeordneten der harmonische Mittelpunkt der 
beiden andern Punkte. 

§.49. 

Ausdrücke und Relationen unter Zuziehung eines 
beliebigen fünften Punktes. Bezieht man vier harmonische 
Punkte Ay B, C , D einer Graden auf einen beliebigen fünften Q 
derselben Graden , so folgen aus §. 39, 2) die Beziehungen 

ab~cb'^db' 

. BA~ CA^ DA' 
^QC_QA QB 
CD AD'^ BD' 
^Q£_^QÄ QB 
DC AC'^ BC 

In ähnlicher Weise ergiebt sich für vier Harmonikaien a^b^Cyd 
und eine fünflke durch den gemeinsamen Durchschnittspunkt dersel- 
ben beliebig gelegte Grade q aus 39, 3 



IVb. 



\ 



sinq^a sin q'^c sin q^d 

sin af'b ~ sin c^b "^ sin (Tft ' 

sin q'^c sin q^a sin q^b 

stn &"d stn afd stn b^d 



Jede der unter I.,n., III., IV. bemerkten Gleichungen drücken 
gleichmässig das harmonische Verhältniss von vier Punkten einer 
Graden, sowie die unter Ib., IIb., Illb., IVb. aufgeführten das 
harmonische Verhältniss zwischen vier Strahlen aus« 
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§. 50. 

Drückt man die Abschnitte, welche in dem Ausdrucke des 
Doppelverhältnisses zwischen vier harmonischen Punkten A, J5, C, 
D vorkommen , durch die Entfernungen der Punkte von einem be- 
liebigen fünften Punkte 0nach §.3 aus, so erhält man zunächst aus 

CB~ W 
QC-QA QD-QA 

QB—QC QB — QD' 

V. {QA + QB) {QC+ QD) =7.QA.QB + 2QC , QD. 
Diese Gleichung lässt sich auch schreiben 

QA {QC— QB) + QB {QD— QA) + QC (QB—QD) 

+ QD{QA — QC)=0, 
oder 

/ QA . BC+ QB.AD + QC. DB+ QD .CA = 0, 

VI. \ ebenso findet man 

' QA.BD+QB. AC+ QC.DA+QD. CB=0. 

Ist M die Mitte von AB , N die Mitte von CD, also QA + QB 

= ^QM und QC + QD = 2 QN, so geht die Gleichung V. über in 

Vn. ^QM. QN= QA . QB + QC.QD. 

Verbindet man diese Gleichung mit den beiden folgenden 

identischen 

QC* + QC.QD^2QC. QN, 

QD^+QD . QC = ^QD . QN, 

indem man diese drei der Reihe nach mit CD , DM, MC multiplicirt 

und hierauf addirt, so erhält man zunächst 

QA.QB.CD+QC*. DM+ QD*MC+ QC . QD {CD + DM+ MC) 

= ^Q1S{CD .QM + DM.QC + MC, QD) ; 

weil aber für die drei Punkte C, 2>, M immer 

CD + DM + MC=zO, 

ebenso für die vier Punkte C, D, M, Q nach §. 7 

CD . QM+DM. QC + MC,QD = 

ist, so reducirt sich letztere Gleichung auf 

iQA.QB.CD + QC^. DM+ QD\ MC = 0', 
ebenso erhält man 
QC.QD.AB + QAK BN+QB^.]SA = 0. 

Setzt man in der ersten dieser beiden Gleichungen DC -|- CM 
für DMj so geht diese über in 
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QA.QB. CD+QC* . DC+iQD^—QC) JlfC = 0, 

oder weil öi>'—ÖC*= {QD+Qq (QD—QC) nndQD + QC^^QN, 
QD—QC = CD ist, 

QA.QB. CD+ QC^.DC + ^QN.CD.MC = 
und nach Division durch CD 

IX. QA.QB — QC' + 2QN. MC = 0. 

In gleicher Weise findet man , wenn anfänglich MD + DC für MC 
gesetzt wird, 

QA . QB—QIß + 2öiV. MD = 0; 

und ebenso erhält man aus der zweiten Gleichung von VIII. die 
den vorhergehenden entsprechenden 

QC . QD — QA^ -^-^QM . NA=0 
QC . QD — QB^ + 2 QM . NB = 0. 

In allen den Gleichungen von V. — IX. ist Q irgend ein belie- 
biger Punkt; giebt man demselben eine bestimmtere Lage oder 
Beziehung zu den harmonischen Punkten A, B, C, D, so ergeben 
sich daraus einfachere, zum Theil sehr bekannte Sätze. 

§.51. 

Besondere Gleichungen zu gewissen Lagenvon Q 
gehörig. Lasst man den Punkt Q einmal mit iV und dann mit M 
zusammenfallen, so geben die Gleichungen unter IX. 

iNA. NB = ]SC^=ND^ 
\ MC. MD = MA^^Mß', 

d. h. halbirt man den Abschnitt zwischen zwei zugeord- 
neten Punkten, so ist das Qniadrat dieserHälfte gleich 
dem Product aus den Entfernungen des Halbirungs- 
punktes von denbeiden andern zugeordnetenPunkten. 

Soll in den vorstehenden Gleichungen den Quadraten ein po- 
sitives Vorzeichen, oder den Grössen NC, iYZ>, MA, MB ein reeller 
Werth zukommen, so müssen die Abschnitte NA und NB einerlei 
Eichtung von N aus, ebenso MC, MD von M aus haben, d. h. iVmuss 
für die Strecke AB ein äusserer Punkt , desgleichen M für CD sein, 
was mit dem schon in §. 44, 5 Bemerkten übereinkommt. 

Es ist daher leicht ersichtlich, dass bei gehöriger Berücksichtig 
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gnng des Princips der Zeichen die Gleichungen X. oder der zuge- 
hörige 8atE auch umgekehrt ihre allgemeine Geltung haben.*) 

Nach (4) in §. 5 ist NA.NBz= JSSP— MA\ folgUch nach X. 

AC* = NSn— MA* 
und MA^ + iVC = iVar 
oder , wenn man mit 4 multiplicirt und bedenkt , dass nach 5) in 
§.6 2MN—AC+BD = AD + BC ist, 

XI. AB* + C2P z== (AC + BDy = {AD + BC)\ 
d.h. Die Quadratsumme der Entfernungenje zweier zu- 
geordnetenPunkte ist gleich demQuadrate derSumme 
derjenigen Abschnitte, welche von je zwei nicht zuge- 
ordneten Punkten begrenzt werden. 

Die Gleichungen X. u. XI. lassen sich auch ausYII. ableiten, 
wenn man für diese den Punkt Q mit M oder iV zusammenfallen 
lässt. Man erhält dann 

MA . MB+MC . MD = NA . NB + NC . ND z=^0, 
oder weü MB = — MA, ND = —NC ist, 

MA* = MC.MD, NC*=^NA.NB, 

wie oben. 

Ohne Zuhilfenahme eines beliebigen Punktes Q ergiebt sich 
dieselbe Eelation noch in nachstehender Weise. Führt man in der 
Gleichung (ABCD) = — 1 , oder 

(I.) AC.DB=CB.DA 

den Mittelpunkt M des Abschnittes AB ein, für den man die Trans - 
formationsgleichungen 

MA + MB=0 oder MB = —MA, 
femer AC = MC — MA = MC + MB , DB=MB — MD, 

CB = MB — MC, DA = MA — MD = — {MB+MD) 
hat, so geht (I.) nach Einsetzung dieser Werthe von AC, DB etc. 
über in MC.MDz=^MB^= MA\ 

§. 52. 
Lässt man in den beiden Gleichungen VIII. den Punkt Q erst 
mit C oder D , dann mit A oder B zusammenfallen , so ergiebt sich 
nach Weglassung des gemeinschaftlichen Faktors CD und AB, 

*) Adams (^fl^ie harmonischen Verhältnisse etc." S. 15) sieht sich 
bei tJmkehrang des genannten Satzes genöthigt , den Fall , wo die Mitte 
zweier conjugirter Punkte zwischen den beiden andern conjugirten Punkten 
liegt, als Ausnahmefall zu bezeichnen, weil er keinen Unterschied zwischen 
AB und BA festgestellt hat. 
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iCA.CB^=CD.CM, oder DA.DB = DC.DMy 
l AC . AD— AB . AIS, oder BC .BD = BA. BN, 

Nach den Erklärungen in §. 48 ist CD das harmonische Mittel 
der Abstände des Punktes C von A und J5, sowie CM das arithme- 
tische Mittel derselben Abstände CA und CB ist; die Gleichungen 
XII. besagen also: 

Das Product der Abstände zweier Punkte einer 
Graden von einem gemeinsamen dritten in derselben 
Graden ist gleich dem Product aus dem harmonischen 
und arithmetischen Mittel derselben Abstände. 

Die Gleichungen XII. können übrigens unmittelbar auch aus 
den unter III. in §. 48 aufgeführten abgeleitet oder auch mit den- 
selben als gleichbedeutend aufgefasst werden. In der That folgt 
z. B. aus der dritten der angezogenen Gleichungen 

- = — + — 
CD CA ^ CB' 

CA.CB=CD. ^^'^^^ , 

CA + CB 
oder, da ^ = CM, 

CA.CB=CD. CM. 

Noch eine andere unmittelbare Ableitung ist folgende : Aus 
(ABCD) = — 1 folgt (ADCB) = ^ oder AC:CD = ^AB: BD, 
und weil AM=z}^AB, 

AC. BD — AM. CD, 
oder AC . {BC + CD) — AM . CD, 

AC .BC= CD (AM—AC), 
AC.BC=CD.CM. 

§. 53. 

Lässt man in der ersten der Gleichimgen VIII. Q mit A oder 
B, in der zweiten Q mit C oder D zusammenfallen, so erhält man 

MC 



/^ Y_ /BCV 

\adJ ~ \bd) '' 

/CAV _ /^Y_ 

\cbJ^~\db)~ 



xm. ) :-: ":. ^^' 



Verbindet man mit diesen Gleichungen ^ie unter X. aufge- 
stellten, so giebt dies 
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\maJ \ma) ~ \md) 



oder 

Yj^ A.C MC MÄ 

Ab MÄ~~MD' 

Bezüglich des Zeichens — auf der rechten Seite dieser Gleichangen 
vergl. §. 44, 5. 

§.54. 

Ausdrücke unter Zuziehung zweier beliebiger 
Punkte. 1) Die erste der Oleichungen VI. lässt sieh in folgende 
Form bringen 

_AQ B£_^BQ £A qc BD _ 
QD' CA QD' AC^ CA' DQ^ * ~^' 
Bezeichnet man mit Q' den unendlich fernen Punkt der Graden, so 
ist nach §. 40, 3. auch 

_(AQ ^(BCBff\_(BQ^ Bff\(DA Dg\ 
\QD ' Q'DJ \CA ' ffAJ \QD ' ff DJ \AC " ffc) 



.(QO,Qff\(BDBff\.^_^ 
^\CA' ffAJKDQ' ffQj^^—^' 



Weil aber in diesem Ausdrucke nur Doppelverhältnisse und con- 
stante Grössen vorkommen, so gilt er auch, wenn ff irgend ein be- 
liebiger Punkt der Graden ist. Indem man ihn auf einfachere 
Formen bringt, erhält man 

AQ Dff^ BC BQ^ DA Cff^_CQ DB ffA _ 
QD' ffB' CA'^ QD' AC ffB QD' Bff' AC'^^~^ 
und wenn man den gemeinschaftlichen Nenner wegschafft, 

QA .ffD.BC+QB.ffC.AD+QC. ffA . DB 

+ QD.ffB.CA = 
y Y 1 ebenso giebt die zweite der unter VI. aufgeführten 
Gleichungen 
QA . ffc. BD + QB . ffD .AC+ QC. ffB . DA 

+ QD.ffA.CB = 0. 

In denselben sind die beiden beliebigen Punkte ß , ö' zu den 
vier harmonischen in gleichmässige Verbindung getreten. 
2) Bringt man die Gleichung VII. unter folgende Form 

^ AQ BQ^.CQ DQ^ 
QM' QN^ QM' QN 
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und zieht den unendlich fernen Punkt Q' der Graden znr Bildung 
von Doppelverhältnissen herbei, so erhält zunächst 

(AQ AQr\fBQ Bff\ (CQ Cff\(DQ Dff\_^ 
\QM' Q'm) \QN' O'^J \0M' O'm) \QN' O'nJ ~ 
Diese Gleichung muss nach §. 40 3. giltig bleiben, auch wenn 
der Punkt Q* beliebig auf der Graden genommen wird , nur mit der 
Abänderung , dass dann M und iV nicht mehr die Mitten der Ab- 
schnitte AB und CD, sondern zugeordnete harmonische Punkte zu 
Q' bezüglich der Abschnitte Aß und CD sind. Die Gleichung re- 
ducirt man leicht auf folgende 

^ AQ' ' BQ' ■*■ CQ' • DQ' ^ MQ" NQ' ' 

oder, in Doppelverhältnissen ausgedrückt, 

(fiQ'AC) + {QQ'DB) = 2 ifiijlmc) {QQ'ISB) 

IqQ'BC) + {QQ'DA) = 2{QQ'MC) (QQ'NA) 

^^^* < IqQ'AD) + ifiQ'CB) = 2 IqQ'MD) {QQ'NB) 

(QQ'BC) + {QQ'CA) e= 2 (QQ'MD) (QQ'NA) 

wobei also — um dies zu wiederholen — Q und Q' zwei beliebige 
Punkte, #und N die zu Q' harmonisch zugeordneten Punkte bezüg- 
lich der Abschnitte AB und CD sind. 

Nimmt man in den vorstehenden Gleichungen den beliebigen 
Punkt als den unendlich fernen der Graden an, so reduciren sich 
die Doppel Verhältnisse in einfache und man erhält z. B. aus der 
ersten von XVI*. 

CQ^ W_ Cff_ BQ^ 

AQ'^ DQ'~^Mff' NQ 
oder nach Division durch CQ' . BQ' 



f > 



AQ\BQ' ' CQ\DQ' MQ\ NQ' 
eine Gleichung, welche als mit VII. identisch angesehen und auf 
den Ausdruck derselben zurückgeführt werden hann. Man erhält 
nämlich aus ihr zuvörderst 

da aber M der zu Ö' harmonisch zugeordnete Punkt für den Ab- 
scjinitt AB ist, so hat man, wenn.iüf' die Mitte von -45 bezeichnet, 
nach Xn. in 52 

AQ' . BQ' 



MQ' 

Witzschel, neuere Geometrie. 



= M'Q', 
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ebenso 

Nff ^' 

wenn JV die Mitte von CD ist. Die Substitution dieser Werthe 
giebt 

Ai/ . Bff + CO' . Dff = 2ir0' . N'ff, 
d. i. die Gleichung VII. 

Es liess sich dieses Resultat auch schon deshalb voraussehen, 
weil in den Gleichungen XVI. und XVI*, die erst aus VII. abge- 
leitet worden sind , die beiden Punkte und 0' mit den übrigen 
gleichmässig verbunden vorkommen. Setzt man nun Q' als den un- 
endlich fernen Punkt voraus, so führt diese Annahme unmittelbar 
wieder zu VII. zurück ; ein gleiches Resultat muss man also aucli 
erhalten , wenn Q als der unendlich ferne Punkt angenommen wird. 

Da in den Gleichungen XVI* nur Doppel Verhältnisse undCon- 
Btanten vorkommen, so gelten dieselben Relationen mutatis mutandis 
auch für ein Strahlenbüschel von vier Harmonikaien a, 6, e, d^ zwei 
beliebigen Strahlen g, q und den zu q harmonisch zugeordneten 
Strahlen m und n bezüglich der Graden a, h und c, d, also: 

YVTK ^<^ g^^ Wn q^b sin q^c sin q'^d sin q^m sin q^n 

sm aq stn b q stn crq stn drq stn m q stn n q 

oder 
XVI *b. sin (qq'ac) + sin (qqdb) =2 sin {qq'tnc) sin (qqnb) 

etc. 
3) Die erstere der Gleichungen VIH. , der man auch nach- 
stehende Form geben kann, 

QA.QB CD^ qC^ £^_t — 
QD* ' CM"^ QD^' cm 

giebt , wenn man vermittelst des unendlich fernen Punktes Q' Dop- 
pelverhältnisse herstellt, 

(AQ A&\ m W\ (DC^ Dff\ . f£Q.COy (DM Dff\ 
\QD ' ffp) \QD ' Q'd) \CM' ffMJ "*" \QD ' Q'd) \MC'' Q'c) 

— 1=0; 
eine Gleichung , welche nach 40, 3) giltig bleibt , wenn auch Q' ein 
beliebiger Punkt der Graden ist , doch mit der Abänderung , dass 
M nicht mehr die Mitte von AB , sondern den zu Q' zugeordneten 
harmonischen Punkt bezüglich desselben Abschnitts AB bedeutet. 
Zieht man die Gleichung zusammen, so erhält man 
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XVII. \ desgleichen giebt die zweite der Gleichungen VIII. 

in welcher N der zu Q' zugeordnete harmonische Punkt bezüglich 
der Strecke CD ist. 

Nimmt man den beliebigen Punkt Q als den unendlich fernen 
der Graden, so geben die vorstehenden Gleichungen 



xvm. 



CD .MQ' DM , CM _ 
AQ' . BQ' "^ Cff ^ Dff~^' 
AB .ISff BN AN _ 
CQ' . Dff + A& ■•■ BQ' ^ ^' 



welche sich noch weiter vereinfachen, wenn man nach Xu. in §. 52 



— :— 7 statt 
MQ 



MQ' , 1 ^ ,, Nff 

AQ' . BQ' "" W CQ'.DQ' 



setzt, wobei M' die Mitte Von AB und iV' die von CD bedeuten. 
Man erhält somit 



XIX. 



CD DM (^M 
M[Q' "*" CQ* ■*" DQ' ~ ' 

AB BN AN __ 
Wq AQ' ■'■ BQ'~^' 



Fig. 23. 



§. 55. 

Bestimmung eines harmonischen Punktes oder 
Strahles, wenn die anderen drei oder deren stellver- 
tretende Elemente gegeben sind. 

Auf gab e. Zu drei gegebenen Punkten -4, 5, C einer Graden 
den vierten harmonischen D zu finden. 

Auflösung. Seien -4 u. Ä , sowie C 
und der gesuchte D einander zugeordnete 
Punkte. 

1) Man lege durch C (Fig. 23) eine 
beliebige Grade, auf der man ein und die- 
selbe beliebige Strecke von C aus in ent- a 
gegengesetzten Sichtungen nac& CA und 

CB' abtrage , verbinde hierauf A und Ä, 

5* 
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B und B^ durch Grade, welche sich im Allgemeinen in einem Punkte 
S treffen und ziehe durch S eine Parallele SD zu ii'B'; diese wird 
die AB in dem verlangten Punkte D schneiden. Bezüglich des 
Beweises vergleiche man §. 41. 

Diese und die folgenden Constructionen werden unausführbar, 
wenn C die Mitte von AB ist ; der Punkt D ist dann der unendlich 
ferne Punkt der Graden. 

2) Man lege durch A und B zwei beliehige Parallelen , trage 
auf einer derselben z. B. auf der durch B gelegten (Fig. 24) von B 

aus zwei gleiche Strecken J?C' und -BC" 
in entgegengesetzter Richtung ab und 
verbinde den Endpunkt einer dieser 
Strecken z. B. C mit C durch eine 
Grade, welche die durch A gelegte 
Parallele in D' treffe. Legt man dann 
durch D' und den Endpunkt C" der 
andern von B aus genommenen Strecke die Grade D'C", so schnei- 
det diese die AB in dem verlangten Punkte D. Denn es ist 

CA Äff DA AD' 



Fig. 24. 




CB BC ' 
AC AD BC 



DB^W'^'^^''' 






CB' DB~BC 

Man könnte ebenso gut auf der durch A gelegten Parallele 



Fig. 25. 





(Fig. 25) zwei gleiche , entgegenge- 
setzt gerichtete Strecken AD' und AD' 
abtragen, DC ziehen und denDurch- 
schnittspunkt C mit D" durch eine 
Grade verbinden , welche die AB 
gleichfalls in dem vierten harmoni- 
schen Punkte D schneidet. 

3) Man lege durch A eine belie- 
bige Grade AX (Fig. 26) und durch 
B und C ein Paar Parallelen, welche 
AX in ff und C treffen , trage von 
C' aus den Abschnitt CB' in entge- 
gengesetzter Richtung nach C'JB", 
verbinde ff' mit B und ziehe zur 
Graden B''B durch C eine Parallele 
CT), welche die AB im gesuchten 



a man hat 

p und -jr^ ^= 7; 



= — l 



Punkte ö treffen wird. 

AC 

CS""" DB^CW 
folglich 

AC AD_CB'_^ 

cb'db~~cW~ 

4) Man lege durch A eine beliebige Grade (Fig. 27) und trage 
auf derselben zwei gleiche beliebig Fig. 27 

grosse Abschnitte ^C, C'B' hinterein- 
ander in gleicher Richtung ab, ziehe 
durch B und ff, und durch C und C 
zwei Grade, welche sich in S schnei- 
den, und durch S eine Parallele SD 
zu AB , welche die AB im gesuchten 
Punkte D trifft. (8. §.4I , 1. b.) 




Aufgabe. Zu drei gegebenen Strahlen 
S den vierten harmonischen d zu ziehen. 

Auflosung. Seien a und b , sowie 
cunddergesuchte rf einander zugeordnete 
Strahlen. 

1) Man nehme (Fig. 28) in c beliebig 
einen Punkt C an, ziehe durch denselben 
zwei Parallelen zu a und 6, welche b und 
d in £ und A treffen, verbinde diese 
Durchschniltsp unkte durch eineGrade und 
lege parallel zu derselben durch S einen 
Strahl rf, welcher der geforderte sein wird. 

2) Man lege durch den in c beliebig 
angenommenen Punkt C eine Parallele 
zu 6 (a) , die den Strahl a (6) in A (ß) 
schneidet, verlängere CA{CB), mache die 
Verlängerung AD {BD) = CA (CB) und 
ziehe die Grade SD (SD'), so ist diese die 
verlangte Harmonikale d. 

3) Man ziehe (Fig. 29) zum Strahle 
c eine beliebige Parallele, welche die bei- 
den anderen Strahlen a und b iu A uBd B 



, b, c eines Büschels 



X 
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sclmeidet, halhvrerAB in D und zUehe SD oder d. Der Beweis för 
diese Constmctionen'^) gründet sich einfach auf §. 44 und 46. 1. 

§.57. 

Aufgabe. Von vier harmonischen Punkten einer Graden 
sind zwei einander zugeordnete A und B , sowie die Mitte N des 
zwischen den beiden andern liegenden Abschnittes CD gegeben, 
man soll die letzteren bestimmen. 

Auflösung. Nach X. in §. 51 hat man 

NC = — ND= + yNÄ.]SB. 

Legt man also durch die beiden Punkte A und B einen belie- 
bigen Kreis (oder, etwas ktirzer, einen Halbkreis) und an denselben 
von N aus eine Tangente , so ist der Abschnitt derselben von N 
bis zum Berührungspunkte absolut genommen gleich der Entfernung 
der Punkte C und D von N, 

Anmerkung. Der Ausdruck für NC oder ND, sowie die angegebene 
Construction giebt zu erkennen, dass N ein äusserer Punkt des Abschnittes 

AB sein muss, wenn der Werth von YnÄTNB reell , oder wenn die Con- 
struction einer Tangente möglich sein soll (vergl. §. 44 , 5 und 6). Wollte 
man N als einen innnern Punkt der AB voraussetzen , und die Abschnitte 
NA^ NB in absolutem Sinne, d.h. ohne Berücksichtigung der Vorzeichen 
nehmen, so hätte man durch N die kürzeste Sebne eines durcb A und B ge- 
legten Kreises zu ziehen. Da dieselbe senkrecht auf dem durch N gelegten 
Durchmesser des Kreises steht und von ihm in N halbirt wird , so verein- 
facht sich bekanntermaassen die Construction , wenn man AB als Durch- 
messer des Kreises annimmt. Hält man das Princip der Zeichen fest, so 
hat man 

NC= — ND=:± yNA.NB V^ 
zu setzen und nach den Regeln für die Construction imaginärer Linien NC 
und — ND als zwei einander entgegengesetzte und auf AB senkrechte 

Abschnitte, deren Länge absolut = YnA . NB ist, darzustellen, (vgl. 5. Cap.) 

§. 58. 

Zusatz. Ist M die Mitte von AB, so hat man 
MC=MN+NC, MD = MN+ND; 



*) Diese Constructionen , sowie auch die des vorhergehenden §. wer- 
den sich als Specialisirungen zweier allgemeinerer, die wieder in dualer Be- 
ziehung zu einander stehen, herausstellen. Yergl. §. 63. 
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mithin MC = MD = l {AN + BN+ 2 ]/AN.BN), 

oder wenn man mit (j/äN + yBNy multiplicirt und dividirt, 

MC = MD= _ ; 

2 {/AN + ]/BNy 
Ausdrücke, welche zwar weniger für eine Construction sich eignen, 
ihrer Form wegen jedoch immer bemerkenswerth sind und später 
weitere Anwendung finden. 

§. 59. 
A*ufgabe. Es sind zwei Punktepaare A, B und il'und B' in 
einer Graden gegeben , man soll zwei andere Punkte C und D be- 
stimmen, welche mit jedem der gegebenen Paare ein System von 
vier harmonischen Punkten bilden, so dass 

(ABCD) = {AB CD) = — 1 

ist. 

Auflösung. Hätte man die Mitte N des zwischen den ge- 
suchten Punkten liegenden Abschnittes CD gefunden so wäre die Auf- 
gabe nach §. 57 als gelöst zu betrachten, dieser Punkt N muss also 
zugleich derjenige der Graden AB sein, von welchem aus sich zwei 
gleiche Tangenten an zwei durch AB und AB' gelegten Kreise 
ziehen lassen.*) Um denselben zu finden, lege man durch einen 
beliebigen Punkt G (Fig. 30) ausserhalb AB zwei Kreise von denen 
der eine noch durch A und B, der 
andere durch -4' und B' geht. Diese ^^' 

schneiden sich noch in einem zwei- 
ten Punkte G\ Legt man nun 
durch Cr und G' eine Grade, so 
trifft diese die AB in dem Punkte 
iV, von dem aus man eine Tangente 
an einen der beiden Kreise zieht, 
deren Länge den Abschnitten NC 

und ND gleich ist. Jede von N _^ 

aus an die beiden Kreise gelegte Tangente ist nämlich =jK^^ • NG' 
= j/NA . NB = f/NÄ . NB, mithin erfüllen auch die somit bestimm- 
ten Punkte Cund D denBedingungsgleichungn X. (§.51), oder den 
in der Aufgabe gestellten Forderungen. 

t 

*) D. h. N ist der Durchschnittspunkt der Potenzlinie oder Ch o r - 

d a 1 e dieser Kreise mit der Graden AB, 
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Anmerkung. Liegen die beiden Absclmitte ABy Äff auf der Graden 

so, dass sie theilw eise über einander liegen (in einander eingreifen, m. s. d. fol- 
gende Capitel), so müssen die beiden Schneidepunkte ff, (j der Kreise zu bei- 
den Seiten der AB liegen und der Punkt 'S auf das beiden Abschnitten g-e- 
meinschaftliche Stück der Graden fallen. Es ist dann 1^ ein innerhalb 
beider Kreise liegender Punkt von dem aus eine Tangente an die beiden 
Kreise zu legen unmöglich ist. Damit wird auch die Construction der 
Punkte C und D unmöglich, was mit dem §.44, 5 und 6 Bemerkten über- 
einstimmt. 

Vorstehende Aufgabe möge einstweilen nur als nothwendige Ergänzung 
zu §. 44, 5, 0, und zum Nachweis dienen, dass daseibat nicht unnöthige Vor- 
aussetzungen, welche einer reellen Begründung entbehren, gemacht worden 
sind. Im folgenden Kapitel wird dieselbe Aufgabe in einer andern Auffas- 
sung wiederholt und mit den nöthigen Determinationen yersehcn werden. 



Bemerkung. Die einfachsten Figuren, an welchen Doppel- 
und harmonische Verhältnisse in unmittelbarster Weise zur Anwen- 
dung kommen , sind Systeme von vier Punkten oder vier Graden 
in einer Ebene. Obgleich die Anwendungen der Satze der vorher- 
gehenden und nächsten Capitel einem spätem Abschnitte vorbehal- 
ten bleiben,, um sie im gehörigen Zusammenhange und übersicht- 
licher zu geben, so mögen doch im Nachstehenden bezüglich jener 
Figuren einige Sätze und daraus entspringende Aufgaben theils 
ihres besondern Interesses halber theils zum bessern Verständniss 
mehrerer im fünften Capitel erwähnter Eigeujschaften ebener Fi- 
guren herausgehoben werden. 

§. 60. 

Harmonische Verhältnisse am vollständigen Vier- 
eck und Vierseit. 

Lehrsatz. Verbindet man vier beliebige Punkte einer Ebene, 
von denen keine drei in einer Graden liegen, zu je zweien durch 
Grade und die somit entstandenen Durchschnittspunkte wiederum 
durch Grade, so erhält man ein System von neun Linien, von denen 
jede durch die übrigen in vier harmonischen Punkten* geschnit- 
ten wird. 

Seien (Fig. 31) A,B,C,D die vier Punkte, Ä, F, (f die 
Durchschnittspunkte der gegenüberliegenden Graden BC und DA^ 
CA und DB, CD uoi AB, und es werde die AB und CD von AB' in 
e und «', die BC und DA von FC in §K und^', endlich dieC^ und 
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DB von CA' in |l und |^' geschnit- 
ten , so sind die vier Punkte, welche 
in jeder der neun Graden liegen, 
harmonische Punkte. Der Beweis 
lässt sich für jede dieser Graden wie 
folgt führen: Die von B ausgehen- 
den Strahlen BA, B% F«, 5'«' tref- 
fen die Graden AB und CD in ent- 
sprechenden Punkten , man hat 
daher 

\AB€(T) = {CD€C). 
Von denselben Punkten CD gehen 
aber vier Strahlen aus, welche sich 

in Ä vereinigen und welche die AB ebenfalls in entsprechenden 
Punkten schneiden, so dass 

{CD€C) = {BA€C^ 
ist. Hieraus folgt aber 

{ABeC) = {BA€C^, 
d.h. das Doppelverhältniss (ABtC) ist seinem reciproken gleich; 
es muss daher sein Werth = + i sein. Nun kann aber derWerth 
eines Doppelverhältnisses nicht = + 1 sein, wenn nicht zwei Punkte 
zusammenfallen sollen (§.26), folglich ist (u45CC) = — I, oder 
AB ist in Ä und C' harmonisch getheilt. Nach §. 35 folgt für Ä als 
Strahlenmittelpunkt die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

(ABKCf) = (cSt'cSlÄ'C) = {DC€cr) = {DBB'p') = {ACB'^), 
femer für B^ als Strahlenmittelpunkt 

(AMCO = (W^^CT) = (CZ>rcO = {ADA'^') = {CBA'^), . 
endlich für C' als Strahlenmittelpunkt 

{ACB'p) = («r^^O = {AD^'A') = {BC^A') = {BDB'p'). 

Ist nun eins dieser Doppelverhältnisse (von denen nur neun 
als verschiedene aufzuzählen sind) , wie {ABdC^) ein harmonischcB, 
so sind es , wie leicht zu übersehen, auch alle. 

§.61. 

Erklärungen. Nach dem Vorgange von Carnot und 
Steiner (s. Systemat. Entwickelung geom. Gestalten §. 19) unter- 
scheidet man einfache und vollständige Figuren, Vielseite 
und Vielecke. Der Unterschied dieser Begriffe wird sich leicht 
aus folgenden Erklärungen herausheben lassen. 
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1) Vollstlndiges Vier seit heisst das System von irgend 
Tier Graden oder Seiten a^b^Cyd^ dasselbe hat sechs Durch- 
schnitte oder £ cken, in welchen sich je zwei dieser Graden schnei- 
den, n2ndich a ' 6, oder kürzer ab^ ac^ ad^ bCy &d, c<f, nnd von denen 
je zwei, welche keine Seite mit einander gemein haben, einander 
gegenüberliegen , nämlich ab nnd edj ac nnd bdy ad nnd 6r ; es hat 
demnach anch drei Diagonalen, deren jede zwei gegenüberliegende 
Eckpunkte y erbindet, nnd welche mit ab^cd^ bc~adj acbd be- 
zeichnet werden können. 

3) Vollständiges Viereck heisst das System von vier be- 
liebigen Punkten oder £cken^,^,(7,2>; dasselbe hat 6 Grade 
oder Seiten, welche durch je zwei dieser Ecken gelegt sind, näm- 
lich JBf JCy ABj BCy BDy CDj und von denen je zwei, die keinen 
JSckpulikt mit einander gemein haben , einander gegenüberliegen, 
nämlich AB und CD, AC und BD^ AD und BC; es hat demnach auch 
drei Durchschnitte gegenüberliegender Seiten , die mit AB * C2>, 
AC* BD , AB ' BC bezeichnet werden können. 

Das y ollständige Vierseit kat drei einfache Vierseite; 
YOn den sechs Ecken lassen sich nämlich dreimal vier in einem zu«- 
sammenhängenden Zuge yerbinden, welcher mit den yier Seiten zu- 
sammenfällt, nämlich 

äb^bc'cd^da oder kürzer bezeichnet abcda^ 
ac^ ed^ db'^ba „ „ „ acdba, 

ad^db^bc ca „ „ „ adbca. 

In den abgekürzten Ausdrücken hat man von jeder Seite die 
Strecke zu nehmen, welche zwischen den Durchschnitten der Seite 
mit der im Ausdrucke yorhergehenden und der nachfolgenden ent- 
haltenist. — Jeder dieser genannten Züge stellt ein einfaches 
Vierseit yor. 

Desgleichen enthält das yoUständige Viereck drei einfache 
Vierecke ; yon den sechs Seiten lassen sich nämlich dreimal yier 
zu einem zusammenhängenden Zuge verbinden , welcher gleich- 
massig durch die vier Ecken hindurehgeht , nämlich 

AB • BC' CB -DA oder kürzer und wie gewöhnlich bezeichnet ABCBA 
AC'CB'BB.BA „ „ . „ „ „ „ ACBBA, 

AB'BB'BC'CA „ „ „ „ „ „ ADBCA. 

Jeder dieser Züge stellt ein einfaches Viereck vor. 

Ein einfaches Vlexeck ist auch zugleich ein einfaches Vierseit, 
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sowie überhaupt ein einfaches nEck auch zugleich ein einfaches 
nSeit ist. Ergänzt man jedoch ein und dasselbe einfache Viereck 
oder Yierseit einmal zu einem vollständigen Viereck und dann za 
einem vollständigen Vierseit , so bekommt man zwei verschiedene 
Figuren, die nur bezüglich des ursprünglichen Vierecks oder Vier- 
seits übereinstimmen. Dasselbe gilt auch für das vollständige n Eck 
und wSeit. 

Allgemein heisst ein vollständiges «Seit jedes System von 
n Graden oder Seiten; dasselbe hat ^n . (n — 1) Durchschnitte 
oder Ecken, in denen sich je zwei Seiten schneiden, welche wie- 
der durch — ^-^^ ^-^ — - — — Diagonalen mit einander ver- 
bunden werden gönnen ; es besteht aus 3.4.. (n — 1) einfachen n Seiten. 

Desgleichen heisst ein vollständiges «Eck jedes System von 
n Punkten oder Ecken; dasselbe hat ^«.(«. — l) Grade oder 
Seiten, welche durch je zwei Ecken gezogen sind, und diese 

durchschneiden sich wieder in — — ^ — — - — — Durch- 

2.4 

Schnittspunkten; es besteht aus 3.4... (« — ^1) einfachen «Ecken/ 

Denn in dem vollständigen «Seit wird jede der «Seiten von 

den übrigen (« — 1) in (» — 1) Punkten geschnitten, dies gäbe 

« . (« — 1) Durchschnitte , wenn dabei nicht jeder doppelt gezählt 

worden wäre. Ebenso kann man im vollständigen «Eck jede der 

«Ecken mit den übrigen (« — 1) durch (« — l) Grade verbinden, 

wobei aber wieder jede Grade doppelt vorkommt. * 

Die 2«(« — 1) Ecken des vollständigen « Seits Hessen sieh f er* 

ner durch -= — ^^ — — — ^^ Grade verbmden , wenn 

2 ' 

nicht jede Ecke mit noch (« — 2) anderen in einer der «Seiten des 
vollständigen «Seits lägen; es können also von jedem Punkte nach 
« — 2 andern Punkten keine Grade gezogen werden, wenn von den 
neuen Graden nicht eine mit irgend einer Seite des «Seits zusam- 
menfallen soll ; man hat somit nur 

^«.(n-l)(n-t^)(n-3) ^^^^ 

2.4 

. ■ • * 

Ebenso würden sich die ^«(rt — 1) Seiten des vollständigen 
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iiEcks in -2 — ^ ^ ' *^ '^ Punkten dnrchsclmeiden, 

wenn nicht jede Seite mit noch (n — 2) anderen in einer der n Ecken 
des vollständigen nEcks zusammenträfe , es müssen also in jeder 
Seite (n — 3) Punkte weniger angenommen werden, wenn von den 
neuen Punkten nicht einer mit irgend einer Ecke des fi!Ecks zu- 
sammenfallen soll; somit giebt es nur 

^ w.(«-l)(H-a)(n-3) D^fttg^i^ttspnnkte. 

TTm ein einfaches nSeit zu bilden, geht man, von der ersten 
Seite zur zweiten, von dieser zur dritten u. s. w. in einem zusammen- 
hängenden Zuge fort , bis man über der letzten wieder zur ersten 
kommt. Da nun jede Seite die erste sein kann, und jede andere 
wieder unabhängig von dieser die zweite , dritte etc. , so wäre die 
Anzahl der einfachen n Seite gleich der Permutationszahl von n 
Elementen, d.i. 1 . 2 . 3 . 4 . . . n , wenn nicht 

1) je n einfache Vielseite , in welchen die Ordnung der auf- 
einander folgenden Seiten dieselbe und nur die Anfangsseite ver- 
schieden ist, identisch wären; z. B. bei 6 Seiten a, ö, c, (f, e, /*, 
abcdefaj bcdefaby cdefabCy defabcd^ efabcde^ fabcdef\ 

2) je 2 Vielseite, in welchen die Ordnung der aufeinander fol- 
gendeh Seiten die entgegengesetzteist, zusammenfielen, z.B.abcdefa 
und afedcba. 

Daher ist die Anzahl der verschiedenen einfachen n Seite 

= 3.4.5...(« — 1). 
Ebenso lässt sich nachweiset! , dass die Anzahl der einfachen 
11 Ecke eines vollständigen nEcks 

==3.4.5...(n — 1) ist. 

§.62. 

Anderer Ausdruck des Satzes in §. 60. Die Figur zu 
3t kann man sowohl als ein vollständiges Vierseit wie auch als voll- 
ständiges Viereck auffassen. Sind AB, BC, CD, DA die vier Sei- 
ten des Vierseits , so sind A, B, C, />, A\ C dessen Ecken und AC, 
BDj ÄC die Diagonalen; jede dieser Diagonalen wird von den bei- 
den andern harmonisch getheilt. Sind dagegen A, By C^ D 
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die vier Ecken des Vierecks, so sind AB^ ßC, CB^ BA^ AC^ BB die 
sechs Seiten , von denen je zwei gegenüberliegende sich in At^ B\ C 
schneiden ; die Verbindungsgraden ÄB\ B'C ^ CA werden durch 
je zwei gegenüberliegende Seiten des Vierecks ebenfalls harmonisch 
getheilt. 

Daher : 

1) Legt man durch die gegenüberliegenden Ecken 
des vollständigen Vierseits die drei Diagonalen, so 
liegen in jeder vier harmonische Punkte, wobei jedes- 
mal die zwei Ecken des Vierseits und die Durch- 
schnittspunkte der Diagonale mit den beiden andern 
zugeordnete Paare bilden. 

2) Verbindet man die Durchschnitts- (Diagonal-) 
Punkte gegenüberliegenderSeiten eines vollständigen 
Vierecks durch Grade, so ist jeder dieser Durch- 
schnittspunkteMittelpunkt eines harmonischenStraV 
lenbüschels, indem jedesmal zweiSeiten desVierecks, 
sowie die Verbindungsgraden mit den beiden andern 
Diagonalpunkten zugeordnete Strahlen bilden. 

Diese beiden Sätze begründen unmittelbar die Lösung folgen- 
der beiden Aufgaben (vermittels des Lineals allein). 



§.63. 



Construction eines vierten harmonischen Punktes 
oder Strahles. 

Aufgaben. 1) Zu drei gegebenen Punkten A^ B^ C einer Gra- 
den den vierten harmonischen B zu bestimmen. 

2) Zu drei gegebenen Graden 
a^ b, c eines Büschels die vierte 
Harm.onikale d zu ziehen. 

Auflösung. 1) Sind >4 und 
B (Fig. 32), sowie C und der ge- 
suchte vierte Punkt einander zuge- 
ordnet, so betrachte man AB als A^ 
Diagonale eines Vierseits, dessen 
zweite Diagonale durch C geht und 
dessen dritte Diagonale daher die 
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erste in dem gesuchten Punkte D schneiden muss. Zu dem !Ende 
lege man durch C eine beliebige Grade , nehme in derselben irgend 
xwei Punktet und ^an und verbinde dieselben mit ^und B durch 
die Graden A4^ Aff^ BÄ^ BB'^ welche sich in noch zwei Punkten 
C und D' schneiden; die Verbindungsgrade CD' trifft dann die 
AB in dem gesuchten harmonischen Punkte Z>. 

2) Sind a und b (Fig. 32), sowie c und die geforderte Harmo- 
Fig. 32. nikale einander zugeordnet , so 

•ß' nehme man auf c einen beliebigen 

Punkt Ä an, lege durch denselben 
zwei beliebige Grade , welche a in 
A und C , 6 in jD' und B schneiden 
und ziehe die Graden AB ^ CD\ 
welche sich in D treffen ; legt man 
i4 dann durch den Strahlenmittelpunkt 
ff und durch D eine Grade d, so 
ist diese die vierte Harmonikale. 
Anmerkung. Die Lösungen der Aufgaben in 55 und 56' 
können leicht als Specialisirungen der vorstehenden angesehen 
werden. 




§.64. 

Aufgaben. 1) Gegeben drei Grade a, ft, c und ein Punkt 
D ; es soll eine Grade e durch D gelegt werden, so dass die Durch- 
schnittspunkte 6*a, e'b ^ e'c derselben mit den gegebenen Graden 
und der Punkt B vier harmonische Punkte sind. 

2) Gegeben drei Punkte A, B, C und eine Grade rf, es soll in 
letzterer ein Punkt E gefunden werden, so dass die von demselben 
nach den drei gegebenen Punkten gezogenen Graden EA, EB^ ECy 
und die Grade d ein harmonisches Strahlenbüschel bilden. 

A u f 1 ö s u n g zu l). Man lege durch D und den Durchs chnitts- 
punkt a • b eine Grade d, suche zu a, &, d den vierten harmonischen 
Strahl dl und ziehe nach den Durchschnittspunkt di'c oder C von 
D aus eine Grade e , so wird diese von a , ft , c in drei Punkten 
Aj B, C geschnitten, zu welchen D der vierte harmonische ist. 

Auflösung zu 2). Man bestimme den Durchschnittspunkt 
J) von d und AB, suche zu Ay B, D den vierten harmonischen Punkt 
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Jf und bestimme den Durclisclinittspunkt E der Graden Clf und rf, 
so ist dieser der Strafalenmittelpunkt für die Harmonikaien EÄ^ EB, 
EC und d. 

Jede der beiden Auflösungen lässt zunächst drei Lösungen 
zu, je nachdem man in der ersten die Grade d nach den Punkten 
a*&, oder &*c, oder ca zieht und in der zweiten den Durchschnitts- 
punkt von d mit AB oder BC, oder CA bestimmt. In jedem dieser 
Fälle kann man wieder einerseits a und b^ oder a und d oder b und 
d als zugeordnete Strahlen , andererseits A und B , oder A und D, 
B und D als zugeordnete harmonische Punkte nehmen. 



Capitel. 
Von den Involutionen. 



§. 65. 

Xlirklärung. Wenn drei Punkte A^ B, C einer Graden 
einzeln drei an dern^,ß',C derselben Graden so zugeord- 
net sind, dass ein Doppelverhältniss zwischen vieren 
dieser sechsPunkte, wie(^iPCC')dem Doppelverhältniss 
{j^B'C'C) der den vier ersten zugeordneten Punkte 
gleich ist, so sagt man (nach D^sargues) , dass die sechs 
Punkte der Graden (die drei Paare von Punkten J^ A\ B^ B', 
CyC) eine Involution bilden, oder in Involution stehen. 

Lehrsatz. Ist bei drei Paaren von Punkten^ iindJ\ Bund 
B\ Cund C das Doppelverhältniss von irgend vieren dieser sechs 
Punkte z. B. (ABCC) dem der vier zugeordneten {AlB'C'C) gleich, 
so gilt dieses auch für je zwei andere D oppel Verhältnisse , welche 
zwischen vier andern Punkten und den vier zugeordneten aufge- 
stellt werden können. 

Beweis. 1) Ist 

{ABCC) = {ÄB'C'C) , so ist auch nach §.27 
{ACC'B) = \äC'CB'), 
oder 

AC AB _ÄC ÄBT 

ac' Bc~ cc ' B'c • 

Setzt man AAl oder BB' für CC ein , so bleibt die Gleichheit 
der Yerhältnissquotienten noch bestehen und man hat 

ac ab ÄC ÄB' 



oder 



ÄA' BC~ AÄ' B'C 
AÄ AB_^ ÄW^ 
ÄC' BC~liä' B'C 
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d. i. (ACA'B) = {ÄC'ÄB'\ 

mithin auch nach §. 27 

{BCJJ) = {B'CA'Ä). 

Ebenso findet man durch Einsetzen von BB' für CC 

{CABB') = (CÄWB\ 

Offenbar sind hiermit die Fälle erschöpft , welche bei einer 
Vertauschung der P unkt ep a ar e , (oder der Buchstaben abgesehen 
von den Accenten) aufgestellt werden können. 

2) Wird in einem Doppelverhältniss ein Punkt mit seinem zu- 
geordneten vertauscht, so bleibt die Gleichheit der Doppelver- 
hältnisse ebenfalls bestehen. Denn aus. [ÄBCC) = (AB' CG) folgt 

[CCAB) 



und nach §. 80 



(CCB'Ä) 



= 1 



(CCAB') _ 
{CCBA')~^' 
d. i. {AB'CC) = {A'BCC). 

Ebenso ergiebt sich 
aus {BCAA') = {B'C'ÄA) 

IbCAA')~(B*CA'A); 
und aus {CABB') = \c'ÄB'B) 

IcA'BB') = Ic'AB'B). 

§.67. 

Vier andere die Involution bezeichnende Gleich- 
ungen, i) Sind die Punktepaare A und A\ B und B\ Cund C in 
Involution, so folgt aus {AÄ BC) = {ÄAB'C) nach §. 27 

{ABCJ) = {AB' CA), 
oder in gewöhnlicher Form 

AC_ ÄÄ__ÄC_ ÄA^ 
CB' AlB~ CB'' AB" 

Dividirt man aus dieser Gleichung AÄ heraus und zieht alle 
Verhältnisse auf eine Seite der Gleichung , so erhält man 

AC BA^ C'B'_ 

*^ cb'a:c"b'a~ 

In gleicher Weise ergiebt sich aus {BB'CA) = {B'BCA') xmi 
aus {CCAB) = {CCA'B') 

Witzschel, neuere Geometrie. 6 
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ÄC BA Clf 

AC^ BÄ_ (fBT _ 
^^ CB' ÄC IfA~ 

Endlicli erhält man aus der nach §. 66, 9. gefolgerten Gleich- 
heit der Doppelverhältnisse {CÄBCT) = {(fAB^C) auf demselben 
Wege 

A(f BÄ CBf _ ^ 
^^ CB'1C'WA~ '• 

Dasselbe Resultat bekommt man auch aus 

(AK CA) — {ÄBC'Ä) und {BC'AlT) = {KCÄB). 
2) Umgekehrt kann jeder der unter a) . . . d) aufgestellten Aus- 
drücke in ein Product und nach §.27 in die Gleichheit zweier Dop- 
pelrerhältnisse umgeformt werden , drückt also selbststandig und 
zureichend aus , dass die drei Punktepaare A und A\ B und ^, 
C und C' in Involution sind. Denn es ist allgemein 

ac b£ ^__(^ ^V^ 9^ 
'Üb' äc'Ta~ \c1b'J1)\a'c' b^a) 

— _ {abc'a') {aca'b^). 

Ist also das Product der drei ersteren Verhältnisse = — 1, so 
ist auch das Product der beiden Doppelverhältnisse = + i > fo^g^^^ 
nach §. 37. U. 

{ABC'A') = {A'ffCÄ), 
d. h. das Doppelverhältniss von vier Punkten ist gleich dem der 
vier zugeordneten Punkte oder die drei Punktepaare stehen in In- 
volution (§. 65). 

Ebenso lässt sich jeder der übrigen unter a) — d) aufgestellten 
Ausdrücke in ein Product zweier reciproker oder in zwei gleiche 
Doppelverhältnisse zwischen zugeordneten Punkten auflösen. 

§.68. 

Zweite Definition und symbolischer Ausdruck für 
die Involution zwischen sechs Punkten einer Graden; 
Dreieckschnittsverhältnisse. Werden die drei Seiten AB^ 
BC ^ CA eines Dreiecks in den Punkten C', A\ B^ geschnitten, wo- 
bei diese Punkte sowohl in den Seiten selbst, als in deren Ver- 
längerungen liegen können, so nennt Herr Mob ins (baryc. Calcul 
8. 298) das Product der Verhältnisse , nach welchen die Dreiecks- 
seiten in den drei Punkten geschnitten werden, nämlich 
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AC' BÄ CB^ _ 

ein Dreieckschnittsverliältniss. 

In dem besondem -Falle , dass die drei Seiten des Dreiecks in 
Eine Grade fallen , also sowohl die Ecken als auch die Schnitt- 
punkte der Seiten in derselben Graden liegen , kann man sich vor- 
stellen, dass drei aneinander stossende Abschnitte oder Strecken 
ABj BCy CA einer Graden getheilt werden resp. in den Punkten (fy 
A\ Bf und man kann das Product der Verhältnisse, nach welchen 
die Strecken getheilt sind, oder 

AC BÄ CBf _ 
CfB' A'C'Y2~'^ 
ebenfalls (nach Möbius) das l5reieckschnittsverhältniss 
(Drillingsverhältniss, Tripelverhältniss ) der sechs Punkte 
Ay J?, C, C\ Ä^ Bf nennen. 

Jedes Dreieckschnittsverhältniss zwischen sechs Punkten einer 
Graden kann nun auf mehrfache Weise durch das negative Pro- 
duct oder Verhältniss zweier Doppelverhältnisse wiedergegeben 
werden. Denn man hat, wie schon oben gezeigt worden ist, 

CB' ÄC B!A~ \C'B' Aä) \ÄC' BfA) 

= — {ABC'Ä) {ACA'Bf) 

_ \abc'ä) 

~ {ÄBfCAy 
Dasselbe Dreieckschnittsverhältniss kann man aber auch 
schreiben 

^ c;^ ^ CBf AC BÄ 

ÄC BfA • C'B ''^^'' BfA ' C'B ' ÄC ' 
schiebt man hierin auf dieselbe Weise, wie A'A in dem erstgenann- 
ten Ausdrucke , in den zweiten B'B , in den dritten C'C ein , so er- 
hält man die gleichbedeutenden Producte oder Verhältnisse 

Die Form und Zusammensetzung der Verhältnisse oder Quo- 
tienten der Doppelverhältnisse prägt sich dabei dem Gedächtnisse 

besser ein. 

Das Dceiekschnittsverhältniss zwischen sechs Punkten einer 

6* 
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Graden lässt sich femer als eine Erweiterung des Doppelverhälf- 
nisses zwischen vier Punkten einer Graden oder letzteres nach dem- 
selben Princip der Bildung wie ersteres auffassen. Schreibt man 
nämlich das Doppelverhältniss {ÄBCC') in folgender Form 

A€^ BC 
CB' C'A' 

80 stellt dasselbe das Product der beiden Verhältnisse dar, nach 
welchen die Strecken AB und BÄ resp. in den Punkten C, C' ge- 
schnitten sind, und man könnte füglich das Doppelverhältniss als 
ein Zweieckschnittsverhältniss bezeichnen. (Möbius baryc. Calc. 
S. 299.) 

Nach Analogie in der Bezeichnung der Doppelverhältnisse 
mag auch für das Dreieckschnittsverhältniss 

AC BÄ CEf 

c1b''7c'Ta 

der symbolische Ausdruck 

{ABC, C'ÄIf) 
eingeführt werden , welcher so zu verstehen und zu übersetzen ist, 
dass die drei ersten Buchstaben A, B, C (die erste Temion) dessel 
ben die drei Punkte bezeichnen, welche als Endpunkte der getheil- 
ten Strecken aufzufassen sind — wobei die Strecken durch die cy- 
clische Aufeinanderfolge der drei Buchstaben A, B, C als 

AB, BC, CA 
bestimmt werden — während die drei letzten Buchstaben (die zweite 
Temion) C\ Ä, If der Reihe nach die Schnittpunkte der durch die 
erste Temion bestimmten Abschnitte AB, BC, CA bedeuten ; so dass 
also AB in die Abschnitte AC' und C'B, BC in BA' und ÄC und(L4 
in CB^ und l( A getheilt ist, aus welchen Abschnitten das Product 
der Verhältnisse 

AC' BÄ CÜ 

C'B • TC 'Wa 

oder die gewöhnliche Form des Dreieckschnittsverhältnisses herge- 
stellt wird. 

Zur bequemen und schnellen Uebertragung des Ausdrucks 
{ABC, C'ÄB^) in den andern bemerke man , dass aus der ersten 
Ternion ABC das Schema 

ABC 
B'~C'~A 
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ZU bilden ist, welches man durch die Buchstaben C^Jt^ff der zwei- 
ten Temion in derselben Reihenfolge genommen auszufüllen hat. 
Ebenso bildet man für das Dreieckschnittsverhältniss {AB'C^ C'ÄB) 
das Schema 

Ä If C 

und füllt dasselbe durch C\ -/, B aus, wodurch man 

AC llÄ CB_ 
Clf ' ÄC'BÄ 

erhält. In demselben sind A^ E^^ C als Endpunkte der Strecken 
AB^^ BfC^ CA und C\ Ä^ B resp. als Schnittpunkte der letzteren an- 
zusehen. 

Es ist mit Hülfe der eben gezeigten üebertragung leicht zu 
übersehen, dass die Ausdrücke 

{ABC, C'ÄBT), 
\bCA, ÄB!C\ 
\CAB, BtC'Ä) 
dasselbe Dreieckschnittsverhältniss andeuten; denn jedes stellt das 
Product der Verhältnisse 

AC BÄ CBf 
C'B' '7c' BfA 
nur in verwechselter Eeihenfolge dar. Versetzt man also in dem 
symbolischen Ausdrucke eines Dreieckschnittsverhältnisses die 
Buchstaben jeder Ternion für sich und auf gleiche Weise ohne den 
Sinn oder die Richtung ihrer cyclischen Aufeinanderfolge zu ver- 
ändern, so bleibt derWerth des Dreieckschnittsverhältnisses derselbe. 
Da femer 

AC BÄ C^_ffC^ ÄB_ CA 
CB' ÄC BfA~CÄ ' BC" ABf 
oder {ABC, CäB!) = {n' ÄC\ CBÄ) 

ist , so kann man auch ohne den Werth eines Dreieckschnittsver- 
hältnisses zu ändern die Reihenfolge aller sechs Buchstaben seines 
symbolischen Ausdrucks in die entgegengesetzte verwandeln. In 
Verbindung mit der vorhergehenden Bemerkung ergiebt sich hier- 
aus, dass folgende 6 Ausdrücke 

{ABC, CÄBf\ {BCA, ÄBlC), {CAB, Bf CA), 
{XCb!, BAC), {BfÄC, CBÄ), {Cb!Ä, ACB) 
ein und dasselbe Dreieckschnittsverhältniss bedeuten, 
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ZU bilden ist, welches man durch die Buchstaben C\ Y, B^ der zwei- 
ten Temion in derselben Reihenfolge genommen anszofltillen hat. 
Ebenso bildet man für das Dreieckschnittsverhältniss {ABfC, C'AB) 
das Schema 

A £^ C 

und füllt dasselbe durch C\ Ä^ B aus, wodurch man 

AC BfA CB 
CK' ÄC ' BA 

erhält. In demselben sind A^ff^C als Endpunkte der Strecken 
AB\ B!C^ CA und C\ Ä^ B resp. als Schnittpunkte der letzteren an- 
zusehen. 

Es ist mit Hülfe der eben gezeigten Uebertragung leicht zu 
übersehen , dass die Ausdrücke 

{ABC, C'ÄS\ 

\bca, Ä1^C\ 

\CAB, IfC'A) 
dasselbe Dreieckschnittsverhältniss andeuten; denn jedes stellt das 
Product der Verhältnisse 

AC BÄ CBf 

c'B' Ic' W2 

nur in verwechselter Reihenfolge dar. Versetzt man also in dem 
symbolischen Ausdrucke eines Dreieckschnittsverhältnisses die 
Buchstaben jeder Temion für sich und auf gleiche Weise ohne den 
Sinn oder die Richtung ihrer cyclischen Aufeinanderfolge zu ver- 
ändern, sobleibt derWerth des Dreieckschnittsverhältnisses derselbe. 
Da femer 

AC^ B£ Cff_^_ff£ ÄB_ Cji 
C'B' ÄC BfA~CÄ ' BC AB^ 
oder [ABCy C'ÄBf) = ( n' ÄC\ CBA) 

^^^ > so kann man auch ohne den Werth eines Dreieckschnittsver- 
hältnisses zu ändern die Reihenfolge aller sechs Buchstaben seines 
^yi^boliscJien Ausdrucks in die entgegengesetzte verwandeln. In 
^^bi^j ^t der vorhergehenden Bemerkung ergiebt sich hier- 
^^®» da /i nde 6 Ausdrücke 

/Ä, ^^^' ^^^^'' ^^^' ^^'^^' ^^^^ 
^ ^^ ^ -J^ieckßchnittsverhältniss bedeuten. 
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Man kann somit in dem symbolischen Ausdrucke eines Dreieck- 
schnittsverkältnisses jeden der sechs Buchstaben zum Anfangsbuch- 
staben machen (vergl. §. 27 I.). Di© Schneidepunkte kann man, 
wie die drei letzten Ausdrücke zeigen , als die Endpunkte der 
Strecken ÄC\ C'^, B' Ä und die frühem Endpunkte in der Reihen- 
folge B^ Aj C als die Schneidepunkte dieser Strecken ansehen. 

Endlich sei noch bemerkt, dass der symbolische Ausdruck 
(ABCy C'Älf^ leicht in das oben angeführte negative Verhältniss 
zweier Doppelverhältnisse umgesetzt werden kann. Man bilde 
nämlich aus der ersten Temion das Schema 

{AB 
CAY 
indem man den ersten Buchstaben^ zweimal, als oberen ersten und 
als untern letzen setzt, wie es die cyclische Aufeinanderfolge der 
Buchstaben andeutet, und fUlle dasselbe durch die Buchstaben der 
zweiten Temion nach dem Schema 

{ÄK 
aus, in welchem ebenfalls die cyclische Eeihenfolge beibehalten 
aber der mittlere Buchstabe Ä zweimal gesetzt worden ist. Dem 
vervollständigten Ausdrucke ist dann noch das Zeichen ( — ) vorzu- 
setzen. Man erhält somit die identischen Ausdrücke 

Daraus ist leicht noch abzunehmen , dass umgekehrt das Ver- 
hältniss oder der Quotient zweier Doppelverhältnisse in einDreieck- 
schuitts verhältniss übergeht, wenn in den symbolischen Ausdrücken 
der Doppelverhältnisse der erste und letzte Buchstabe des einen 
mit dem letzten und ersten des andern identisch ist, oder wenn man 
nach §. 27 die Ausdrücke derselben ohne den Werth des Verhält- 
nisses zu ändern in diese Formen bringen kann. So giebt z. B. 

{ABCC') _ (BAC'C) 
\lfCBÄ) ~ {CEfÄB) 
die Formen 
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BA . C'C 

—Jb """^ cF—* 

folglich 

{ABCC') : {JffCBÄ') = — {BÄÄ, C'C ff). 

Alle die für das Dreieckschnittsyerhältniss im Allgemeinen 
gemachten Bemerkungen gelten natürlich auch für den hesondem 
Fall , dass der Werth desselhen = — 1 ist , d. h. wenn die drei 
Paare von Punkten A und jÜ^B und j5', C und C in Involution sind. 
(§. 66 a - d.) 

Sowie also das allgemeine Doppelverhältniss zwischen vier 
Punkten einer Graden in das harmonische Verhältniss ühergeht, 
wenn der Werth desselbendernegativenEinheit gleich wird, ebenso 
kann das involutorische Yerhaltniss zwischen 6 Punk- 
ten einer Graden als dasjenige Dreiekschnittsverhalt- 
niss, dessen Werth der negativenEinheit gleichkommt, 
bezeichnet werden , und es drückt demnach die symbolische 
Gleichung 

(ÄBC,C'Aiff) = —l 
das involutorische Verhalten von drei Paaren zugeordneter Punkte 
A und -/, B und ff, C und C aus. 

§. 69. 

Zusammenstellung der bisherigen Involutions«- 
gleichungen. Aus §. 67 und mit Berücksich|igung der eben fest- 
gestellten symbolischen Bezeichnungen ergiebt sich , dass , wenn 
drei Paare von Punkten A und^', B und ff, Cund C" in Involution 
sind, folgende sieben Gleichungen gelten und dass umgekehrt jede 
dieser Gleichungen die Involution in zureichender Weise bestimmt 
und die übrigen sechs Gleichungen involvirt : 

(AA:BC) _ { AÄffC) _ 
(JAffC) ~ {ÄABC) ~ ' 
1 (ßffCÄl_{BffC'A)_ 
^ ^ {ff BC Ä)~ \ff BCA')~ ' 

{CC'AB) _ lcC'ÄB) _ 
{C'CA'ff)~(C'CAff) 
{ABC, C'Äff) — — ^, 
(JBC,CAB') = -h 
^^ ^ {AffC,C'AB) = — \, 

(ABC\ CA ff) = — 1, 
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Die drei letzten Ausdrücke unter B) ergeben sich aus der 
ersten durch Vertauschung der Punkte A, B, C mit ihren zugeord- 
neten j(y ^, C und entsprechen den Gleichungen b), a), c) in §.67, 
während der erste der symbolische ftlr d) ist. 

§. 70. 

Noch andere die Involution bezeichnende Aus- 
drücke, l) Insofern die Involution von sechs Punkten einer Gra- 
den auf der Gleichheit zweier Doppelverhältnisse zwischen je vier 
entsprechenden Punkten beruht, kann dieselbe noch auf verschie- 
dene andere Weisen ausgedrückt werden , wenn man von den bei- 
den gleichen Doppelverhältnissen das eine in den complementären 
Ausdruck verwandelt (§.27111.). So ergiebt sich aus der ersten 
Gleichung unter A), d. i. aus. 

{AJ:BCr)'={jfAffC') 

(A^Bq + {A'£'AC') = l, 
oder * 

ab.a:c ^ AÄ .ffC _^ 

^^ ÄB.AC'^ AB^ ,AC~^' 

Nimmt man von dem ersteren der beiden gleichen Düppelver- 
hältnisse das complementäre, so kommt 

{ÄAIfC) + [ABÄC) = 1 
oder % 

ÄK .AC' ^ ^A.BO _\ 

^^ aWTIc'^ ABf .AC~^' 

Ebenso können die übrigen 5 Gleichungen unter A) umgeformt 
werden. 

2) Desgleichen erhält man aus den Gleichungen B) , nachdem 
man sie in Doppelverhältnisse umgeformt hat, noch andere für die 
Involution charakteristische Ausdrücke. So giebt z. B. die vierte 

{ABC\CÄB^)=—\, 
(ABCA") = (A'B^C'A), 
mithin (ABCA^) + {ÄC'lfÄ) = J , 

oder 

^, ,, , ÄB.AC , Äff,AC' 

^^ "^"^^-BC-^—WW- 

Nimmt man dagegen vom ersten der beiden gleichen Doppel- 
verhältnisse das complementäre, wodurch man 
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(acbj:) + {ABfc'Ä) = 1 

erhält, so ergiebt sich 

, y AB . ÄC ÄB^ . J[C 

3) Die Gleichungen B) geben noch mehrere andere, den Gleich- 
ungen D) analoge Ausdrücke der Involution. So folgt z. B. aus der 
ersten Gleichung unter B), oder aus 

AC\ BÄ. CK = — C'B . ÄCBlA, 
wenn man in derselben 

CA + ABf für CBf, AB + BC für ^C 
einsetzt und dann durch AlEf , BÄ dividirt: 

E) AC'+C'B = ÄB==-^^^^^?2^: 

Ebenso erhält man durch Einsetzen von 

AB + BC für ACT und BfC+ CA für ^j(: 

^ BC ^ BC ' 

und durch Einsetzen von 

BC + CA für ^i^, C'^ + AB füf C'^ : 
„^ CB^Cß AB .AB 

In ähnlicher Weise ergeben sieh noch Ausdrücke von dersel- 
ben Fonö ffit AB ^ ÄB^ ÄB\ BC . . i etc. aus den übrigen Gleich- 
ungen unter B). 

§.71. 

Lag6nVerhältnisSe vondrei involutöriööhenPunkte- 
paaren. Die gegenseitig^ Lage ton drei iti lütoliition stehenden 
Paaren zugeordneter Punkte A und Ä, B und Ä', C und C' kann im 
Allgemeinen sehr mannigfaltig isein; doch lässt sich in Betracht, 
dass die Involution die Gleichungen A) §. 6Ö bedingt, und mit Be- 
rücksichtigung dessen , was §. 26 über die gegenseitige Lage der 
vier Punkte eines Doppelverhältnisses und den Werth desselben 
bemerkt worden ist, Folgendes festsetzen. 

Liegen bezüglich der Strecke AÄ die Punkte B und 5' gleich- 
artig, d.h. sind dieselben entweder beide innere, oder beide 
äussere der Strecke AÄ (liegt von den Strecken AÄ^ BB die eine 
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entweder ganz innerhalb oder ganz ausserhalb der andern) ; so sind 

AB Äti 

die Verhältnisse -— -; , -^r^ einstimmig (beide zugleich entweder 

dA B A 

positiv oder negativ). Hieraus und aus der &edingungsgleichung 

für die Involution 

{AÄBC)_ _ 



{ÄAffC) 

AC ÄC 
geht hervor , dass auch die Verhältnisse -77-? , -jp—. einstimmig, 

CA C A 

oder dass auch die Punkte CundC' bezüglich der Strecke ^^'gleich- 
artig sind. Weil femer 

• {BB^CA) _ 
(B'BC'A) ' 

BA B' Ä 

und die Verhältnisse -—7, -7^ einstimmig sind nach derselben 

AB AB 

Voraussetzung , dass A und Ä bezüglich der Strecke BW gleich- 

BC W C' 
artige Punkte sind; so müssen die Verhältnisse ^7^, -pirz^ eben- 

falls einstimmig , also die Punkte C und C' bezüglich der Strecke 
Bif gleichartig sein. 

Ist also von drei in Involution stehenden Paaren 
zugeordneter Punkte eines derselben gleichartig be- 
züglich der Strecke zwischen zwei andern zugeord- 
neten Punkten, so ist jedes Paar gleichartig bezüglich 
jeder der beiden andern Strecken zugeordneter Punkte. 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass wenn irgend ein 
Paar zugeordneter Punkte ungleichartig bezüglich 
der Strecke eines andern Paares ist, dasselbe auch der 
Fall ist mit jedem Paare bezüglich jeder Strecke 
zwischen zwei zugeordneten'Punkten. 

In letzterem Falle liegen die Strecken AÄ^ BB\ CC' zwischen 
zugeordneten Punkten theilweise aufeinander oder, wie man 
auch sagt, greifen in einander ein, bilden also beispielsweise 
die Reihenfolge ABCA'BfC'. 

§. 72. 

Involution zwischen mehr als drei Punktepaaren 
einer Graden. Sind drei Punktepaare A und -4', B und -ß', C 
und C' in Involution und ist auch ein viertes Paar 2> und i>' mit A 
und Ä^ B und i?' in Involution, so ist dasselbe auch mit C und C 
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und jedem der beiden ersten Paare in Involution. Denn nach der 
Voraussetzung ist 

{AÄBC) = (A'AB'C") 
und {AA'BJ)) = {ÄAB'D') , 

woraus unmittelbar nach §.31 folgt 

{AÄCB) = {ÄAC'B'), 
d. b. die Punktenpaare A und A\ C und C\ B und B' sind in In- 
volution. 

Offenbar lässt sieb der Satz aucb auf ein fünftes und nocb 
weiteres Paar zugeordneter Punkte ausdehnen, so dass im Allge- 
meinen der Lehrsatz gilt : 

Hat man auf einer Graden mehrere Punktepaare, 
von denen zwei mit jedem der andern Paare eine Invo- 
lution bilden, so stehen auch jede beliebige drei dieser 
Paare unter sich in Involution. 

§. 73. 

Centr alpunkt der Involution. Die Gleichungen in §. 69 
geben zu erkennen, dass von sechs Punkten in Involution jeder 
derselben durch die fünf andern bestimmt ist. Unter Umständen, 
die näher erörtert werden sollen , kann nun der durch die fünf 
übrigen bestimmte sechste Punkt besondere oder singulare Lage er- 
halten, wofür zwei Fälle besonders hervorzuheben sind. 

I. Nimmt man an, dass von den drei involutorischen Punkte- 
paaren A und A\ B und B' , C und C der Punkt C der unendlich 
ferne Punkt der Graden ist , in welchem Falle sein zugeordneter C 
der Centralpunkt genannt wird und mit bezeichnet werden 
mag , so vereinfachen sich die Gleichungen der Involution in §.69 
auf folgende 

OA _ AB . AB' 
d7~ A'B . AB' 

A*) { OB BA.BÄ 



B*) 



/ 


OEf B^Ä . BfA 


r 


( 


OA. OÄ 


— OB . 


05' 


OÄ 


BÄ 


OA 


BA 


OH 


-^5" 


0H~ 


' ÄW 


OÄ 
OB 


B^Ä 
~ AB ' 


OA 
0B~ 


B^A 
AB' 
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Denn jedes der in §. 69 nnter ^4) aufgeführten Doppelverhält- 
nisse, welches den unendlich fernen Punkt C enthält, -wird auf ein 
einfaches Verhältniss, und jedes der unter B) aufgestellten Dreieck- 
schnittsverhältnisse wird auf ein Product zweier einfachen Verhält- 
nisse, dessen Werth = + 1 ist, zurückgeführt (§. 26 und 40). 

Dass von jeder dieser Gleichungen auch rückwärts auf die In- 
volution der Punkte A und A\ B und ^, zu schliessen ist, erheUt 
schon aus der Art und Weise , wie sich die Gleichungen A) und B) 
in §. 69 durch Voraussetzung eines unendlich fernen Punktes C' auf 
die Gleichungen A*) und B*) vereinfacht hahen , sowie daraus , dass 
durch Einführung eines unendlich fernen Punktes jedes einfache 
Verhältniss in ein Doppelverhältniss umgesetzt werden kann. So 
folgt z. B. aus der ersten Gleichung unter B*)y welche man auch 

BA\ OB^ _ 

a^'Ya~^ 

schreiben kann , nach Einführung des unendlich fernen Punktes Cf 

BÄ Off AO' _ 
ÄO' ffO' 0'B~ ^' 
d. i. {BOA, ÄffO') , oder [ABO, CfÄBT) = — 1 : 

eine Gleichung , welche die Involution der Punktepaare A und Ä, 
B und B', und 0' anzeigt. 

Desgleichen muss gemäss der Bildungsweise der Gleichungen 
A*) und B*) aus A) und B) jede Gleichung des ersteren Systems 
sich aus irgend einer andern desselben Systems ableiten lassen. 
So folgt z. B. aus der dritten von A*\ die sich auch schreiben lässt 

OAiOB^OB": 0A\ 
OA—OB : Off—OÄ = OA : Off = OB: 0A\ 
oder 

BA _0A _0B. 
Äff ~Off~ OÄ ' 
d. i. die zweite und dritte Gleichung unter B*). 
Ebenso folgt aus 

OA:Off=:OB:OÄ 
ffA_OA_Off 
ÄB~OB~OÄ' 
d. i. die vierte und erste unter B*). 

Endlich folgt aus der dritten unter A*) auch 
OA OB. Off OB _ 0A, OÄ 
OÄ~OÄ.OÄ' Off~Off .Off' 
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oder mit Benutzung der eben gefundenen vier Gleichungen 

OA _ AB. AB" OB _ BA. BÄ 
ÖÄ~ ÄB.ÄB^' 'ÖW~¥T7¥Ä' 

m 

d. i. die erste und zweite Gleichung unter -4*). 

§.74. 

Lage des Centralpunktes. Die Gleichung OA.OA 
== OB . OB^ zeigt, dass der Punkt in Bezug auf die Strecken ^-4' 
und BBf gleichartig (d. h. für beide Strecken zugleich entweder 
ein innerer oder ein äusserer) sein muss. 

Ist nun das eine Punktepaar A , A' ungleichartig bezüglich 
der Strecke BB^ des andern Paares, oder greifen die Strecken in 
einander ein , so muss auch das Punktepaar 0, 0' ungleichartig be- 
züglich -4^' und 5^ liegen (§.71), und da 0' immer ein äusserer Punkt 
gegen jede endliche Strecke -4^' oder jBiB'sein wird, so muss ein in- 
nerer für beide Strecken sein, d.h. auf dem ihnen gemeinschaftlichen 
Abschnitte liegen. 

Ist aber die eine Strecke z. B. AA' ganz innerhalb der andern 
BB^ enthalten, wobei jedes Punktenpaar gleichartig bezüglich der 
Strecke des andern ist , so muss , damit er auch mit O' gleich- 
artig bezüglich beider Strecken sei, ausserhalb derselben liegen. 

Ist endlich jede der Strecken AA\ BB' ausserhalb der andern 
gelegen, so muss aus demselben Grunde auch ausserhalb der- 
selben und zwar auf dem zwischen ihnen befindlichen Abschnitte 
liegen, weil andernfalls keine Gleichheit der Producte OA . OA' 
und OB . OB" möglich ist. 

§.75. 

Bedeutung des Centralpunktes für drei undmehrere 
involutorische Punktepaare; dritte Definition der In- 
volution. Die Gleichung OA . OA' = OB . OB' lässt eine einfache 
geometrische Deutung und Construction zu, nach welcher daher 
auch zu den Punkten 0, A, A\ B leicht der fünfte B' bestimmt wer- 
den kann. Ebenso kann zu einem sechsten C der siebente C' be- 
stimmt werden, für welchen man nämlich hat 

OA . OA' = OB . 0B'= OC. 0C\ 
Drei in solcher Beziehung stehende Punktepaare 
A und^', B und 5', C und C sind dann wieder in In- 
volution. 
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Denn es folgt aus diesen Bedingnngsgleichnngen nacli §. 69 B*) 
0£_ä£\ 0^_C£ OC _AC' 

und durch Multiplication dieser drei Gleichungen mit einander: 

AC BX CB' _ 

c^'1c'Wa~~^' 

welches eine die Involution von A und A\ B und B\ C und C be- 
zeichnende Gleichung ist. 

Der Satz gilt auch umgekehrt. Denn ist (^ÄC, C'A'B') = — i, 
so kann man erstlich zu A und A\ B und B" einen Punkt O bestim- 
men , der , dem unendlich fernen zugeordnet , mit den beiden 
Punktepaaren in Involution ist und für welchen nach §. 73 OA.OA' 
= OB . OB" ist. Bestimmt man sodann zu Oy A^ Äj B^ B' und C 
einen siebenten Punkt C" gemäss der Relation OA.OÄ= OB.OEf 
^=OC.OC'\ so ist {ABC, C"^'ä') = — i. Weil aber nach der 
Voraussetzung auch (ABC, C'ÄB^) = — 1 ist, so muss C" mit C' 
zusammenfallen; d. h. die drei involutorischen Punkte- 
paare haben nur Einen Centralpunkt. 

Hieraus ist folgende (dritte) Definition der Involution abzu- 
leiten : 

Drei (und mehrere) Paare von Punkten einer Graden 
sind in Involution, wenn für jedes Paar das Product 
der Abstände seiner Punkte voneinem und demselben 
Punkte der Graden (selbstverständlich mit Berücksichtigung 
der Vorzeichen) eine constante Grösse ist. 

Der für die Involution dieser Paare besonders ausgezeichnete 
Punkt ist auch deshalb mit dem besondern Namen des Central- 
punktes der Involution belegt worden. 

Nach dem Vorhergehenden ist der Centralpunkt selbst ein 
Punkt der Involution, dessen zugeordneter der unendlich ferne Punkt 
der Graden ist. 

§. 76. 

Lehrsätze. Legt man durch die Punkte A und A\ B und Bf 
zwei beliebige Kreise , welche sich schneiden, so geht ihre gemein- 
schaftliche Sehne durch den Centralpunkt der Punktepaare A 
und Ä, B und Bf; 

Denn ist G der eine Durchschnittspunkt der beiden Kreise, so 
mag die Grade OG zum zweiten Male den einen Kreis in Cr', den 
andern in G" schneiden. Demgemäss hat man 
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OG . OG' = OA . OÄ lind OG . OG'' = OB.OB' 

und in Folge der Eigenschaften des Centralpunktes 

OA.OA' — OB.OB', 
folgHch OG' = OG'\ 

sowohl nach Grösse als Eichtung , d. h. die Punkte G" und C" fallen 
zusammen, und die gemeinschaftliche Sehne der beiden etc. 

Hieraus folgt: 1) Drei Kreise, welche j eder durch eins 
der involutorischen Punktepaare A und A\ B und F', 
CundC', sowie durch einen und denselben beliebigen 
Punkt G der Ebene hindurchgehen, haben noch einen 
zweiten Punkt (/mit einander gemein, und ihre gemein- 
schaftliche Sehne GG^ geht durch den Centralpunk^ der 
Involution. Der Satz gilt offenbar auch umgekehrt. 

2) Für den Fall , dass jedes Punktepaar ungleichartig bezüg- 
lich der Strecke eines andern Paares ist , oder dass die involutori- 
schen Abschnitte in einander eingreifen (§.62), gehen die über 
diesen Abschnitten als Durchmessern beschriebenen 
drei Kreise durch dieselben zwei Punkte, ihre gemein- 
schaftliche Sehne geht durch den Centralpunkt der 
Involution und ist die gemeinschaftliche kürzeste 
Sehne für die drei Kreise. 

3) Je zwei Grade, dievon einem der gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunkte der drei letztgenannten Kreise nach den Endpunk- 
ten eines involutorischen Abschnittes oder Durchmessers gezogen 
sind , stehen auf einander senkrecht ; folglich , wenn drei invo- 
lutorische Abschnitte in einander eingreifen, sogiebt 
es zwei Punkte der Ebene, von denen aus jeder Ab- 
schnitt unter einem rechten Winkel erscheint. 

Drehtsich also ein rechterWinkel um seinen Schei- 
tel , so sind die sechs Durchschnittspunkte, welche 
seine Schenkel in drei beliebigen Lagen mit einer 
festen Graden bestimmen, in Involution. 

4) In dem Falle jedoch, dass von drei involutorischen Punkte- 
paaren ein jedes gleichartig bezüglich der Abschnitte der andern 
ist, so dass je zwei Kreise, welche diese Abschnitte zu Durchmes- 
sern haben , entweder ganz in einander oder ganz ausser einander 
liegen, ohne sich zu schneiden (§. 71), sind die vom Central- 
punkt der Involution aus gezogenen Tangenten an die 
drei Kreise von gleicher Länge. 
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Anmerkung. Eine gemeinschaftliche Sehne der drei Kreise ist 
in dem letztern Falle nicht vorhanden, oder ist, wie man zn sagen pflegt, 
imaginär, wird ahcr vertreten durch eine anf der Centrallinie der Kreise 
senkrechte and durch den Centralpunkt der Involution gehende Grade (ge- 
meinschaftliche Poten zlinie, Chordale, axe radical)y von welcher 
übrigens jeder Punkt die Eigenthümlichkeit besitzt, dass sich von ihm 
aus gleiche Tangenten an die drei Kreise ziehen lassen. 

§.77. 

Bestimmung des Centralpunktes. Der erste Satz des 
vorhergehenden §. giebt zugleich eine Construction des Central- 
punktes an. Zur Bestimmung desselben sind zwei Funktepaare 
A und A\ B und B^ hinreichend. 

1) Durch einen beliebigen Punkt G der Ebene legt man zwei 
Kreise , von denen der eine noch durch A und A\ der andere durch 
B und B^ geht , und welche sich noch in einem zweiten Punkte (r 
schneiden. Die gemeinschaftliche Sehne G(r geht dann durcli den 
Centralpunkt. 

Greifen die involutorischen Abschnitte in einander ein, so kann 
man kürzer nach 4 des vor. §. über AA' und BB" als Durchmessern 
zwei Kreise ziehen, deren gemeinschaftliche Sehne durch den Cen- 
tralpunkt geht. 

2) Eine zweite allgemeine Bestimmung des Centralpunktes 
gründet sich auf die Gleichung 

^ = ^(§.73,B*). 

Legt man durch die Punkte A and B zwei Parallelen ABi 
und BA^ , die resp. den Abschnitten AB^ und BA' gleich sind und 
gleiche oder entgegengesetzte Eichtung haben, je nachdem dasselbe 
mit den Abschnitten AB' und BA' der Fall ist, und zieht hierauf 
die Grade A^^B^ , so schneidet dieselbe die Grade ABÄB^ in dem 
Centralpunkte 0. 

3) Bestimmungen des Centralpunktes durch andere Construc- 
tructionselemente , wie sie in der Folge noch vorkommen , geben 
folgende Gleichungen an die Hand. Aus 

OA AB" ^ , OA AB" 

folgt 



OB~BÄ ^OB—OA~BÄ — ABf' 

oder 

OA ABT ^ ,^ AB.ABf 

und AO = 



AB~ BÄ + E^A A^ + ÄB' 
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Sind M und iV die Mitten der Abschnitte AÄ und BB> , so hat 
man mit Berücksichtigung von §. 6 

.^ AB, AB' 

ebenso erhält man 

m — ^^^-^ 

und, weil 2JlfO = ^0 + ÄO ist, 

„^ AB.ABT + ÄB.ÄBf 

Die geometrische Deutung und Construction der drei letzten 
Gleichungen hat keine Schwierigkeiten. 

§.78. 

Doppelpunkte der Involution. Ausser der in §. 73 ge- 
machten Voraussetzung kann man ferner annehmen , dass die bei- 
den Punkte C und C\ welche mit A und A\ B und B^ in Involution 
sind, in einen Punkt E zusammenfallen; alsdann gehen die 
Gleichungen in §. 69 über in 

iAA'BE) iÄA'E^E) = I oder^ . ^={^)\ 

^B^ÄE)^BB^ÄE)=.o,.r?^.^={^^) 

dABE,EÄg)=.-\, 
\{ABE,BAB^) = — \. 

Die erste und vierte der Gleichungen B in §. 69 werden näm- 
lich identisch , wenn C und C' in dem Punkte E vereinigt sind, und 
die dritte Gleichung ist die reciproke der zweiten, kann also durch 
dieselbe vertreten werden. 

Zu bemerken ist noch , dass die beiden unter B** aufgestell- 
ten Gleichungen auch durch folgende Ausdrücke wiedergegeben 
werden können: 

{AA'E, EBB) = {A'AE, EBB) — 1, 
\aÄE, EBB) = \äAE, ebb") = 1. 

Die Gleichungen A** zeigen, insofern sie vom zweiten Grade 
sind, unmittelbar, dass es zwei verschiedene Punkte E giebt, 
von denen jeder als ein sich selbst entsprechender Punkt mit den 
Punktepaaren A und A\ B und ^ eine Involution bildet. Sie wer- 

Witzschel, neuere Geometrie, 7 
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den die Doppelpunkte der Involution genannt, und sollen in der 
Folge immer mit den Buchstaben E und F bezeicbnet werden, llire 
merkwürdigsten Eigenschaften und Beziehungen geben die nächst- 
folgenden §§. an. 

§. 79. 

Harmonie der Doppelpunkte mit den involutori- 
schen Punktepaaren. I) Aus der ersten Gleichung unter 
A** folgt 

AE . -^/ÄB Jff^ 



l ^/^ BÄ' 



EA f^ BÄ' gÄ' 

d. h. die Strecke AÄ ist nach einerlei aber entgegenge- 
setztem Verhältniss getheilt. Bezeichnet man die beiden 
Theilungspunkte mit E und F, so sind dieselben nach §. 43 zwei 
harmonisch zugeordnete Theilungspunkte der Strecke AÄ oder 
es ist 

{AÄEF) = —\. 
Ebenso ergiebt sich aus. der zweiten Gleichung unter A** 

(BBTEF) = — 1 
Folglich: Die beiden D oppelpunkte £ und F von de- 
nen jeder sich selbst involutoris ch entspricht, thei- 
len jeden der involutoris chen Abschnitte AA\ BB' har 
monisch. 

Dieser Satz ergiebt sich auch auf folgende Weise : Weil 

{ÄÄBE) = {ÄAB'E) 
und ebenso 

(AÄBF) = {ÄAß'F), 
so folgt nach §.31 

{AÄEF) = {ÄAEF) 
d. h. AA' ist in E und F harmonisch getheilt ; §. 44. 

Sollen die Doppelpunkte E und F reell sein , so muss jedes 
Paar zugeordneter Punkte A und A' oder B und B" gleichartig be- 
züglich des vom andern Paare bestimmten Abschnittes BB" oder AÄ 
liegen , weil nur dann die Verhältnissproducte {ABiBA') {AB'iB'A') 
und (BA : AB') {BÄ : ÄB^) positive Werthe haben können. Mit an- 
dern Worten: die Abschnitte AA\ J?^ dürfen nicht in einander ein- 
greifen, sondern einer derselben muss entweder ganz innerhalb oder 
ganz ausserhalb des andern liegen , wenn die Doppelpunkte mög- 
lich sein sollen, (vergl. 44). 
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2) Werden umgekehrt durch zwei Punkte E und F 
zwei Abschnitte ÄÄ BB' zugleich harmonisch getheilt, 
so bildet jeder der Punkte jB, F, als ein sich selbst ent- 
sprechender, mit den Paaren A und A\ B und B^ eine In- 
volution. 

Dann aus der Voraussetzung (EFAA') = (EFBB") = — l folgt 
nach §. 48 



= 7r7 + 7T-J7 und -=7; = 777; + 



mithin 



EF EA ^ EX EF EB ^ EBf 



\AE ^ ebJ We ^ EBy ' 

AB AB' 



AE.EB~ ÄE.EB^' 

ÄE BA EB^ _ 

EB ' AE' BÄ —~^' 
oder (ÄBE, EAB') = — l, 

welche eine der Gleichungen B** ist. Folglich u. s. w. 

3) Hieraus folgt weiter nach §. 73 : 

Wird ein Abschnitt EF auf drei verschiedene Wei- 
sen in den Punkten A und A\ B und B\ C und C' harmo- 
nisch getheilt, so bilden die drei Paar Theilungs- 
punkte eine Involution. 

4) Umgekehrt: Sind -4 und A", ^ und B\ Cund C' drei 
in Involution stehende Punktepaare und lassen sich 
zu zweien derselben z. B. zu A und A\ B und B" die bei- 
den Doppelpunkte j& und F bestimmen, welchen jeden 
der Abschnitte AA", BB' harmonisch theilen, so theilen 
diese Punkte auch den Abschnitt des dritten Paares 
CC' harmonisch. 

Denn da 

{ABC, C'ÄB')= — \ 
(ABE, EÄB') = {ABF, FÄB') = — 1, (78), 
so ist auch 

{BCE, EB'C) = {BCF, FB'C') = — 1, (72), 
folglich theilen E und F den Abschnitt CC' harmonisch. 

Da dieses überhaupt für jeden Abschnitt XX' gilt, dessen 
Endpunkte mit den Punktepaaren A und A\ B und B' in Involu- 
tion sind , so hat man allgemein : 

7* 
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Lassen sich bei irgend einem System involntori- 
sclier Punktepaare A und -/, B und B', Cund C\ D und 
2>'... zu irgend zwei Paaren desselben die Doppel- 
punkte ^und /'bestimmen, so th eilen diese jeden invo- 
lutoriscben Abschnitt harmonisch. 

§. 80. 

Involution der Doppelpunkte mit vier zu allen 
möglichen Paaren combinirtenPunkten. DiedenPunkte 
paaren A und -/, B und B^ zugehörigen Doppelpunkte E^ F bilden 
mit den Paaren A und J9', Ä und B eine Involution. 

Denn nach §. 78 ist 

{ABEA') = {A'B'EA), {ABFA') = {A'B'FA), 
mithin nach §.31 

{ABEF) = (A'B'EF), 
oder {ABEF) = [b'A'FE), 

d. h. die Punktepaare A und i?', B und -/, E und F sind in Invo- 
lution. 

Desgleichen, weil 

{AA'EF) = {BB'EF) =— I, 
also \aA'EF) = {BB'FE) ist, 

bilden auch ^ und /* mit den Punktepaaren A und B, Ä und P' eine 
Involution, folglich: 

Die zu zwei Paaren zugeordneter Punkte -r4 und^', 
jPundjP'gehörigen Doppelpunkte ^und F gehören als 
zugeordnete Punkte noch zwei verschiedenen Involu- 
tionen an, die man erhält, wenn man die Punkte A^ Ä^ 
B^ K auf die beiden einzig noch möglichen Weisen zu 
Paaren, nämlich zu A und B^ Ä und lEf ^ sowie zu ^ und i?', 
^ und ^ verbindet. 

Da hiermit die Falle für die Verbindung der Punkte A^ B^ 
^, B\ zu Paaren erschöpft sind, so lasst sich der Satz auch 
.umkehren. 

§.81. 

Der Centralpunkt halbirt den Abschnitt zwischen 
den bei den Doppelpunkten. 

Da nämlich die Punkte -& und i^ jeder als sich selbst zugeord- 
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net mit den Punktepaaren A und -/, B^ und ff in Involution ist, so 
liat man (§. 75) 

OÄ . 0A'= OB . Off =:: ÖJE' = 0F\ 
folglicli 

OE = — OF oder EO = OF. 

Die Abschnitte EO und OF müssen mit entgegengesetzten 
Zeichen versehen werden, weil sonst die Doppelpunkte E und F in 
einen Punkt zusammenfallen würden. 



Auch die Relation OÄ . OA' z=^ OE* = OF^ zeigt, dass die Dop- 
pelpunkte imaginär sind, wenn der Centralpunkt auf den Ab- 
schnitten Aji^ Bff selbst liegt, d. h. wenn AÄ und Bff in einander 
eingreifen (vergl. §. 79). 

§. 82. 

Symmetrische Involution zwischen Punkten einer 
Graden. Man kann noch die speciellere Annahme machen, dass 
einer der beiden Punkte E^ JF" z.%. der erstere der unendlich ferne 
Punkt der Graden sei. Alsdann gehen die Gleichungen des §. 78 
über in 

AB.Aff =zA'B .A'ff:, 

BA.BA'=: ffA.ffA'-, 

Aff=BA'', AB — ffA\ 

Dieselben Gleichungen erhält man auch, wenn man den Punkt 
F als die gemeinschaftliche Mitte der Abschnitte AA", Bff annimmt, 
und es geht aus denselben hervor , dass von den Abschnitten AA'^ 
Bff der eine ganz auf dem andern liegt , sowie dass beide einen 
und denselben Mittelpunkt haben , welches der dem unendlich fer- 
nen -S zugeordnete Punkt F ist, und von dem aus jedes Punkte- 
paar symmetrisch liegt. 

Umgekehrt stehen die Endpunkte zweier auf einander sym- 
metrisch liegender Abschnitte AA\ Bff in Involution sowohl mit 
ihrem gemeinschaftlichen Mittelpunkte F als einem sich selbst ent- 
sprechenden Punkte , als auch mit dem unendlich fernen Punkte E 
der Graden, gleichfalls als einem sich selbst entsprechenden Punkte. 
Denn in Folge der Vorausgesetzen symmetrischen Lage gilt jede 
der obigen Gleichungen, von denen z, B. die erste auch unter der 
Form 
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AB _ A'B^ 

'bT~ B'A 

geschrieben werden kann. Da nun 

AF ^ AE ^ 

—,= 1 und ^ = -1, 

so ist auch 

AB AF _ A'B: A'F AB AE _ A'Bf AE 
Ba'' FÄ'~ B'A '' FA BA'' EA B^A '' EA ' 

oder {AA'BF) = {A'A^F) und {AA'BE) = {A'AB^E), 

d. h. Das Doppelverhältniss der Punkte A^ A\ By F ist gleich dem 
der entsprechenden^', A, B\ Fw., s. w. (§. 65). 

Diese Art Involution , bei der die involutorischen Abschnitte 
einen gemeinsamen Mittelpunkt (-F) haben, möge nach Möbius 
(Berichte d. K. S. Gesellsch. d. Wissensch. 1855,'S. 33) die sym- 
metrische heissen. 

§.83. 

Construction der Doppelpunkte. Da die Doppelpunkte 
den Abschnitt AÄ nach bestimmtem Verhältnisse theilen, oder 

AE AF . , /ab . ABf 



"'~ FA'~^y A'B. 



EA' FA' — f A'B.A'B' 

sein muss, so ziehe man durch die Punkte A^ A' zwei Parallelen 
und trage auf denselben zwei Abschnitte AK und AK' resp. gleich 

j/AB . AB^ und }/a'B . ÄB^ ab, verbinde die Punkte JST undÄ'' durch 
eine Grade, welche durch einen der Doppelpunkte gehen muss. 
Trägt man auf der zweiten Parallele AK" = AK' aber in entgegen- 
gesetzter Richtung ab, und verbindet K und K" durch eine Grade, 

so geht diese durch den andern Doppelpunkt. Um j/AB . AB' 

und j/A'B . A'B' einfach zu bestimmen, beschreibe man über BB' 
als Durchmesser einen Halbkreis, so geben die durch A und ^'ge- 
legten Tangenten oder halben kürzesten Sehnen die erforderlichen 
Längen für AK und AK' ab, je nachdem A und A' beide äussere 
oder innere Punkte bezüglich .des Abschnittes BB' sind. 

Ist einer der Punkte A,A' ein äusserer, der andere ein innerer 
bezüglich BB', oder greifen die Abschnitte AA', BB' in einander 
ein, so ist eines derProducte AB.AB', A'B, A'B' negativ, folglich 
die Doppelpunkte imaginär. 
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2) Durch einen beliebigen aus.serhalb der Graden in der Ebene 
liegenden Punkt G lege man zwei Kreise , welche die Abschnitte 
AB" und A^B als Sehnen fassen und sich in einem zweiten Punkte 
G' schneiden. Desgleichen lege man durch denselben Punkt G zwei 
Kreise , welche die Abschnitte AB und A 'B" zu Sehnen haben und 
sich in dem Punkte G^' schneiden. Legt man nun durch die Punkte 
G, G\ G" noch einen Kreis, so geht dieser durch die Doppelpunkte 
E und F. 

Denn nach §.76, 1) bestimmt der letzte Kreis auf der Graden 
zwei Punkte E und F, welche mit den Punktepaaren A und B\ A' 
und B in Involution sind, desgleichen sind dieselben zwei Punkte 
E und Fin Involution mit den Paaren A und i?, A' und ^, folglich 
sind E und ¥ die Doppelpunkte für die Paare A und A\ B und B' 
(§.80). 

Trifft der durch ö, G\ G" gelegte Kreis nicht die Grade, so 
sind die Doppelpunkte imaginär. 

3) Die Construction wird etwas vereinfacht , wenn man über 
den Abschnitten AB! und A'B als Durchmessern zwei Kreise be- 
schreibt, die sich in zwei Punkten (rund G' schneiden, und ebenso 
über den Abschnitten AB und A'B' als Durchmessern zwei Kreise 
zieht, wodurch die Durchschnittspunkte G" und G'" bestimmt sind. 
Ein Kreis durch die vier Punkte G, G\ G'\ ö'" gelegt, muss dann 
nach §. 76 und 80 ebenfalls die Grade in den Doppelpunkten JFund 
¥ schneiden. 

Der letzte Kreis ist unmöglich zu construiren, wenn die Ab- 
schnitte AA' und BB' in einander eingreifen, in welchem Falle die 
Doppelpunkte imaginär sind. 

4) Hat man (nach §. 77) den Centr alpunkt zu ^>4' und BB' 
bestimmt, so ergeben sich die Doppelpunkte E und F leicht nacK 
der Eelation (§. 81) 

0E=^ — 0¥ = ± j/OA. 0A\ 

Legt man also vom Centralpunkte aus zwei Tangenten an den 
durch AA' oder 5^' gelegten Kreis, und trägt die Länge derselben 
zu beiden Seiten von auf der Graden ab , so hat man damit die 
Doppelpunkte bestimmt. 

5) Führt man die Mitten M und ^ der Abschnitte ^^'und BB' 

ein , so hat man 

OE— — OF— + Vö^ — MÄ^; 



1 
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ein ebenfalls leicht construirbarer und in gewissen Fallen anwend- 
barer Ausdruck. 

Ferner ist nach den in §. 77, 3 gegebenen Werthen von ÄO 
und Atf 



OJS^ = — OF = + ^ , 



also 



, l/AB.AB\A'B.A'B' 

— MN 



und, weil^-ß= MO + OE ist, sowie mit Kücksicht desWerthes von 
MO in §. 77, 

ME j _ AB.AB'+ A'B.A'B' j/ÄB.AB'.A'B.A'B' 
MFi~ ^MN — 2MN~, 

_ (-/AB . AB' + fA'B . A'B' )* 

~ 41fA 

Aebnlicher "Weise ergiebt sieb 

iV^ 1 _ (j/BA .BA'+ YB'A . B'A'f 
NF) ^NM 

In letzterer Formel muss das Doppelzeicben + sein , weil die 
angegebenen Werthe für ME+ EN=^ MN eine rationale Summe 
geben müssen, die nur auf diese Weise erbalten wird. 

Hieraus ergiebt sich zunächst 

. ME_ ( j/AB.AB' ± j/TF^TFy 

EIS ~Ij/ba.ba' + yVITB^y ' 

oder, wenn man Zähler und Nenner mit (yAB.AB' + j/A'B.A'B')* 
multiplicirt, 

ME^ {AB.AB' — A'B.A'BJ 

EN ((^AB + A '^) j/AB'.A'B + {ABr + A'B) j/AB.A'bJ' 

Da nun nach §.77, 3 

AB.AB' = 2MN.A0, AB . A'B' =z2MN . A'O, 

folglich 

AB . AB'— AB . A'5' = 2Jf^. AA\ 

femer 

AB + A'B' = ABr + A'B = 2MN 

ist, so hat man 
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ME_ AA^ 

EN~(yAB\A'B +yAB.A'B^y' 

wobei von dem Doppelzeichen das eine sicli auf den Punkt E, das 

andere auf den Punkt F bezieht. Die Verhältnisse -=-r » "fIw haben 

EDI riS 

einen positiven oder negativen Werth, je nachdem von den Ab- 
schnitten AA\ BB' der eine ganz ausserhalb oder ganz innerhalb 
des andern liegt. Im erstem Falle sind die Producte AB\ A'B 

und ^5. ^'5' beide positiv und der Nenner (l/AB" .A'B + f/AB.A '^)* 
ist auch positiv; im andern Falle dagegen sind die genannten Pro- 
ducte, sowie der Nenner negativ. Greifen jedoch die Abschnitte 
AA\ BB' in einander ein, so ist von den beiden Producten das eine 
positiv das andere negativ , und der Nenner , sowie die erörterten 
Verhältnisse erhalten complexe Werthe, d. h. die Doppelpunkte 
sind imaginär. 

Ebenso ist zu deuten der Ausdruck 



ME _ (j/AB' .A'B± -/AB . A 'B'Y 
E^ ~ bF* 

den man erhält , wenn man den Nenner der Gleichung a) rational 
macht. 



§.84. 

Construction des sechsten Punktes einer Involu- 
tion. Seien A und A\ B und B' zwei Paare, sowie C als fünfter 
Punkt einer Involution gegeben, wozu der sechste Punkt C' zu fin- 
den ist. ^ 

1) Durch einen beliebig in der Ebene angenommenen Punkt G 
lege man zwei Kreise, welche die Abschnitte AA\ BB' als Sehnen 
fassen , und sich in einem zweiten Punkte G' schneiden werden. 
Zieht man dann einen Bjreis durch (7, ö'und C, so schneidet dieser 
die Grade ABC in einem zweiten Punkte C\ welches der sechste 
der Involution ist (§. 76, 1). 

2) Hat man den Centralpunkt der Paare A und A\ B und B^ 
bestimmt, so ergiebt sich die Construction von C' unmittelbar nach 
der Kelation 

OC . OC = OA . 0A\ 
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§. 85. 

Involu torische StrahlenbüBchel. Gemäss den in 
§. 65 und 33 gegebenen Erklärungen wird ein Strahlen- 
hüschel von 6 Graden a, 6, c, a', b\ c als ein involutori- 
sches zu bezeichnen sein, wenn die Graden zu je 
zweien a und«', &undft', cund c' einander so zugeordnet 
sind, dass das Doppelverhältniss von irgend vier der- 
selben z. B. sin (abcc) dem Doppelverhältniss sin {ab'cc) 
der vier zugeordneten Strahlen gleich ist. 

Da die involutorischen Beziehungen von 6 Punkten einer Gra- 
den immer auf zwei Doppelverhältnisse zurückgeführt werden kön- 
nen (§. 66 u. 67) , so folgt nach §. 35 u. 36 , dass die in §. 69 aufge- 
stellten Involutionsgleichungen auch für ein involutorisches Strahlen- 
büschel von 6 Graden muiatis mutandis Geltung haben. Es ist 
daher 

sin (aabc) sin (aab'c) 

. sin {aab'c) sin {aabc) ' 

sin (bb'ca) sin (bb'ca) _^ 

sin {b'bca) sin Q/bca) ' 
u. s. w. 
sin (abc^ cab') = — 1 , 



l stn [aöc^ c a ö ) == — i 
) sin (abc, cab') = — 1 



u. s. w. 



wobei der symbolische Ausdruck sin (a6c, cab) das Dreiecks chnitts- 
(Drillings-) Verhältniss der sechs Graden anzeigt und entsprechend 
den Erörterungen in §. 68 die Bedeutung von 

sin a\* sin b^a sin (^b' 



sin c'^b ' sin a^c ' sirfV'^a 



hat. 



§. 86. 

Folgesätze. Aus vorstehender Definition sowie nach 
§. 35 geht hervor: 1) "Wird das involutorische Strahlenbüschel 
der sechs Graden a, a\ b, b\ c, c durch eine Transversale in den 
Punkten A^ A\ 2?, ^, C, C' geschnitten, so ist 

sin (aabc) (AA'BC) 



sin {aab'c) {A'AB'C) 
u. s. w. 



= 1 
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oder sin (abc^ cab') = {ABC, C'A'B") -~ — 1, 

d. h. die sechs Durchschnittspunkte stehen ebenfalls in Involution. 

2) "Werden umgekehrt von sechs in Involution stehenden Punk- 
ten Ay A\ B, Bf , Cy C' einer Graden nach einem ausserhalb dersel- 
ben befindlichen Punkte der Ebene sechs Strahlen a, a\ 6, b\ c, c 
gezogen, so bilden dieselben ein involutorisches Strahlenbüschel. 

3) Wird ein System oder Büschel involutorischer Strahlen- 
paare von zwei oder mehreren Transversalen geschnitten, so bilden 
auf jeder der letzteren die Schnittpunkte ein System involutorischer 
Punktepaare. 

4) Gehen mehrere Systeme oder Büschel von Strahlenpaaren 
durch dasselbe System involutorischer Punktepaare einer Graden, 
so ist jedes Strahlenbüschel ein involutorisches. 

§.87. 

Doppelstrahlen eines involutorischen Strahlen- 
büschels. Den Doppelpunkten bei einer Involution von mehrem 
Punktepaaren einer Graden entsprechen die Doppelstrahlen 
des involutorischen Strahlenbüschels; denn auch die Gleichungen 
A** und B** des §. 78 lassen sich in reine Doppelverhältnisse 
auflösen, folglich auch auf Strahlenbüschel unmittelbar anwenden. 
Die Doppelstrahlen sind auch unter denselben Umständen und Be- 
dingungen imaginär , unter denen es die Doppelpunkte sind , näm- 
lich wenn der Winkel zweier zugeordneter Strahlen in den "Winkel 
eines anderen Strahlenpaares eingreift. Endlich bilden die Doppel- 
strahlen mit jedem Strahlenpaare des Büschels ein System von vier 
Harmonikaien. 

§.88. 

Senkrechte Strahlenpaare eines involutorischen 
Strahlenbüschels. Dagegen giebt es in einem involutorischen 
Strahlenbüschel keinen Strahl, welcher dem Centralpunkte bei einer 
Involution von Punkten einer Graden entspräche. Dies geht ein- 
mal schon aus der Form der Gleichungen A* und B* in §.73 her- 
vor, welche nur einfache, keine Doppelverhältnisse, enthalten, so- 
dann auch unmittelbar aus der Erklärung des Centralpunktes als 
desjenigen involutorischen Punktes , dessen zugeordneter der un- 
endlich ferne Punkt der Graden ist. Dieser letztere Punkt sowie 
sein entsprechender haben zwar gegen die übrigen involutorischen 
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Funkte der Graden eine singulare Lage, nicht aber im Allgemeinen 
die beiden von irgend einem Punkte der Ebene nach denselben ge- 
richteten Strahlen gegen die übrigen von demselben Mittelpunkte 
aus nach den involutorischen Punkten gezogenen involutorischen 
Strahlen. Denn schneidet man das Strahlenbüschel durch eine an- 
dere Transversale , so entspricht in derselben dem Centralpunkte 
und dem zugeordneten unendlich fernen Punkte der ersten Graden 
irgend ein anderes Paar involutorischer Punkte, von denen im All- 
gemeinen keiner unendlich entfernt liegt, der andere also die cha- 
rakteristische Eigenschaft des Centralpunktes und mithin die be- 
sondere Beziehung zu den übrigen Punktepaaren nicht haben kann. 
Hieraus folgt , dass im Allgemeinen auch die nach diesen Punkten 
gerichteten zwei Strahlen in keiner singulären Beziehung zu einan- 
der sowie zu den andern Strahlenpaaren stehen können. 

In dem besondem Falle jedoch, dass der vom Centralpunkte 
eines involutorischen Systemes von Punkten einer Graden aus- 
gehende Strahl senkrecht auf dieser Graden steht, wird der 
zugeordnete nach dem unendlich fernen Punkte der Graden ge- 
richtete Strahl 0' derselben parallel sein, also auch senkrecht 
auf dem ihm zugeordneten Strahle stehen und für jeden 
solcher zwei zu einander senkrecht gerichteter Strahlen lässt sich 
ein© Kelation aufstellen , welche der in §. 75 für den Centralpunkt 
gegebenen analog ist. 

Sind nämlich a und a\ b und ft', c und c\ d und df . . , die * 
Strahlenpaare eines involutorischen Büschels, dessen Mittelpunkt S 
ist , und und 0' zwei aufeinander senkrechte Strahlen desselben, 
so ist immer 

ig o'^a . ig o^a = tg o^b . lg o'^b' = ig o^c . ig o^c = . . . 

Denn schneidet man das Strahlenbüschel durch eine zu 0' pa- 
rallele Transversale 7, welche die Strahlen in den Punkten A^ A\ 
B^ B\ . . 0^ 0' trifft, so ist 0' der unendlich ferne Punkt der Trans- 
versale , folglich der Centralpunkt der Punktepaare Ä und Ä^ B 
und Bf , , .^ mithin ist 

OA.OA' = OB.OBf = OC.OC'=... 
und 

üA qA^_qB a^_qc^ oC _ 
so' sö~so'W~sö' W 

d. i. 

ig 0*"» . ig o^a ^^igo^'b . ig o^b' = • . • 
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Eslässt sich femer zeigen, dassesfür j edesinvolutorische 
Strahlenbüschel wenigstens zwei dazn gehörige, ein- 
ander zugeordnete Strahlen giebt, welche senkrecht 
aufeinander stehen. 

Denn hat das Strahlenbüschel zwei Doppelstrahlen e und /*, so 
sind die Halbirungslinien des Winkels e^f derselben, sowie des Ne- 
benwinkels die beiden zu derselben Involution gehörigen und auf 
einander senkrecht stehenden Strahlen. Dieselben theilen nämlich 
nach 46, 3 den "Winkel der Doppelstrahlen harmonisch, ebenso wie 
auch die andern Strahlenpaare und stehen folglich mit denselben 
nach §. 79, 3 in Involution. 

Hat aber das Strahlenbüschel keine Doppelpunkte, so lege 
man durch dasselbe eine Transversale , auf welcher die involuto- 
rischen Punktepaare ^ und Ä\ B und^', C und C' als Durchschnitts- 
punkte mit demselben bestimmt werden. Hierbei greifen die invo- 
lutorischen Abschnittet^', BB^^ CC' in einander ein (§. 79, 1), folg- 
lich giebt es nach §.76, 3 zwei Punkte G und G' der Ebene, von 
denen aus jeder Abschnitt der Transversale unter einem rechten 
Winkel erscheint. Fällt nun der Mittelpunkt S des involutorischen 
Strahlenbüschels mit einem der Punkte G^ G' zusammen, so bil- 
den alle Paare zugeordneter Strahlen rechte Winkel. 

Ist dies nicht der Fall, so lege man durch 5, G^G' einen Kreis 
(dessen Mittelpunkt auf der Transversale liegen muss), welcher die 
Transversale in den Punkten und 0' schneide. Nach diesen 
Durch Schnittspunkten ziehe man von S aus das rechtwinklige 
Strahlenpaar und 0\ welches mit den übrigen Strahlenpaaren 
ebenfalls in Involution ist, weil auch das Punktepaar und 0' nach 
§.76, 3 mit den Paaren Ä und Ä\ B und B^^ C und C' in Involu- 
tion steht. 

§. 89. 

In unmittelbarem Zusammenhange damit stehen noch ^folgende 
Sätze: 

1) Haben in einem involutorischen Strahlen- 
büschel zwei von je zwei zugeordneten Strahlen gebil- 
dete Winkel eine gemeinschaftliche Halbirungslinie, 
so wird durch diese auch jeder dritte Winkel zugeord- 
neter Strahlen halbirt. 

Sind nämlich a und a , b und b\ c und c involutorisches Strah- 
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lenpaare und ist o die gemeinscbaftliche Halbirungslinie der Win- 
aV, h'^b\ so theilt dieser Strahl sowie ein darauf senkrechter o die- 
selben Winkel harmoniseh (§. 46, 3); somit sind o und o die Dop- 
pelstrahlen der Involution, theilen daher auch den Winkel cV har- 
monisch und halbiren , weil sie rechtwinklig sind , denselben Win- 
kel cV (und dessen Nebenwinkel, §. 46, I). 

2) Sind in einem involutorischen Strahlenbüschel 
zwei Strahlenpaare rechtwinklig, so sind es auch die 
übrigen Paare. 

* - m m — 

Sind die Winkel a^fl , y^b rechte und schneidet man das Büschel 
durch eine Transversale in den Punkten-^ und ^', -ßimd -^, CundC', 
beschreibt dann über zweien der involutorischen Abschnitte-^', B^ 
als Durchmessern zwei Kreise, so gehen beide durch den Mittel-* 
punkt S des Büschels, weil ASÄ xind BS JB^ rechte Winkel sind. Nun 
muss ein über CC' als Durchmesser beschriebener Kreis ebenfalls 
durchs gehen (§.76,2), folglich ist auch der Winkel CSC' ein rechter. 



Relationen zwischen sechs involutorischen Punkten 
und einem beliebigen siebenten einer Graden. 

§. 90. 

Sind AA\ BB\ CC' drei beliebige Abschnitte einer 
Graden, Z, M^ N deren Mitten und Q irgend ein Punkt 
derselben Graden, so bleibt der Ausdruck 

QA . QA\ MN + QB.QB^. NL + QC . QC\ LM 
constant, wie auch Q in der Graden gewählt wer- 
den mag. 

Denn es sei Q ein anderer Punkt der Graden , so ist 

QA=^QQ' + Q'A, QA' = Q& + Q'A\ 
und 



Ebenso 



QA . QA' = 0^ + Q'A . Q'A' + (ö'^+ö'^) QQ' 
' =QQ'* + Q'A. Q'A' +iQ'L. QQ' (§. 6). 

QB . QJB^ = W* + Q'B .Q'B' + i Q'M . QQ', 



QC . QC = QQ'* + Q'C . Q'C + iQ'N. QQ'. 

Multiplicirt man diese drei Gleichungen der Reihe nach mit 
M^\ NL, LM, addirt sie dann und bemerkt, dass 
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MN+NL + LM=iO, 
Q'L . MN+Q'M. NL + Q'N.LM = 
ist, so erhält man 

QA.QA'.MN+QB.QB' :NL + OC.QC\LM = ' 
Q'Ä .Q'Ä'.MN+ Q'B . Q'Bf . NL + Q'C.Q'C . LM, 
d. h. die Summe dieser drei Producte ist von der Wahl des Punktes 
Q unabhängig. 

Anmerkung. Fallen die Punkte Ä\ ^, C mit ihren zuge- 
ordneten A^ B, C zusammen , und ist folglich LM, MN ^ NL resp. = 
AB^ BC^ CA, so reducirt sich der Ausdruck auf 

"öl*. BC+ Q^. CA + QC\ AB, 
dessen Werth nach §. 8 == — AB . BC . CA ist. 

§. 91. 

Lehrsatz. Sind die Punktepaare A und A\ B und ^, 
Cund 6?'inInvolution, X, iüf, iV wieder dieMitten ihrer 
Abschnitte und Q ein beliebiger Punkt der Graden, 
so ist 

1) QA.Q'A\ MN+i)B.QB^.NL + QC.QC\LM = 0. 

Da der Werth des Ausdrucks für jede beliebige Lage des 
Punktes Q in der Graden unveränderlich bleibt, so lasse man Q mit 
dem Centralpunkte der Involution zusammenfallen. Dann sind 
die Producte OA . 0A\ OB . OEf, OC . OC' einander gleich , und der 
Ausdruck kann in 

OA . OA' {LM+ MN+ NL) 
zusammengezogen werden, dessen Werth wegen Zil!/+ MN-{- NL:=:0 
auch = ist, folglich u. s. w. 

§.92. 

Zusätze. 1) Lässt man das Punktepaar B und B' in dem 
einen Doppelpunkte E, und das Paar C und C' in dem andern F 
zusammenfallen , so hat man keine eigentliche Involution mehr, 
sondern nur ein harmonisches Verhaltniss. Die Gleichung I) geht 
dann über in 

n) QA . QA' . EF+'QE''FL + QF^ ' LE~0, 

welche mit der Gleichung VIII. des §. 50 identisch ist, 

2) Nimmt man C' als den unendlich fernen Punkt der Graden, 
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also C als den Centralpnnkt an, so geht die Grleicliung I) über in 
ni) QA . QA'— QB,QB^ + 2LM .QO — O. 

Denn dividirt man die Gleichung I) durch MNj so erhält man 

zunächst 

xr • * »fv ^g+ ^C MN . (MC , MC'\ . .. 
Nun ist ilfiV = ; ^=i(^^ + ^j und, weil 

C' der unendlich ferne Punkt sein soll, also auch iV^ ein unendlich 
fem liegender Punkt ist, 

m'^-'^ ^=i, folglich 

QA . QA'— QB . QB' + ^LM. QO = 0. 
Diese Gleichung findet nun statt zwischen zwei beliebigen 
Punktepaaren ^ und A\ B und^, ihrem CentralpunkteO und einem 
beliebigen fünften Punkte Q der Graden, sie muss also auch aus 
der Grundgleichung für den Centralpnnkt OA . OA' = OB . OBf un- 
mittelbar hervorgehen. Man hat nämlich 

0A = 0O + OA, QA' = Q0+ 0A\ 
folglich 

QA .QA' = Q^+QO {OA+OA^ + OA, 0A\ 
ebenso 

QB. QB^ = 00"+ QO {0B+ OB^) +OB.OB', 

Zieht man beide Gleichungen von einander ab , und berück- 
sichtigt, dass OA+OA' = 20L,OB+OB'=20M (§. 6), OL—OM 
= ML, so erhält man 

QA . QA' — QB.QB'^z 2ML . QO. 

Anmerkung. Fällt Q mit A zusammen, so reducirt sich diese 
Gleichung ^f 

AB.AB'z^^LM.AO 
wie bereits in §. 77, 3 bemerkt ist. 

§. 93. 

Kelationen, in welche die Mittelpunkte der involu- 
torisch'en Abschnitte eintreten. 

Lehrsatz 1. Zwischen den involutorischen Punktepaaren 
A und A\ B und B\ C und C' und den Mitten L, M, N der involu- 
torischen Abschnitte bestehen die Gleichungen 



IV. 
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AB .AE^ _ Ä'B.Ä'ef _LM 
AC.AC ~A'C.A'C'~LN' 
BC.BC _ BfC.SfC' _MN 
BÄ.BA'~ BfA.BfA' ~WV 
CA. CA' C'A.C'A' NL 



CB.CB^ C'B.C'B' NM' 

Lässt man nämlich in der Gleichung I) §. 91 den Punkt Q mit 
A zusammenfallen, so erhält man 

AB . ABf. NL+AC. AC' LM=0 
oder wenn man durch AC . AC' . LN dividirt 

AB.AB' _ LM 
AC. AC' ~ LN' 

In derselben Weise erhält man die übrigen Ausdrücke und 
Gleichungen, wenn man Q der Reihe nach mit A\ Bj B' etc. zu- 
sammenfallen lässt. 

§. 9.4. 

Zusätze. 1) Diese Gleichungen geben wieder unmittelbar 
die Fundamentalgleichungen A) und B) der Involution (§. 59). Es 
folgt nämlich aus 

AB. AB' A'B.A'B' 



und 



AC.AC'~ A'C .A'C 
AB^ A€_ A/j^ AC' 
BÄ'' CA'~ B'A ' Ca 
AB' ^_^. ^ 

FI'' cT~~b1' Fl 

oder 

{AA'BC) _( AA'B'C) _ 
(A'AB'C) ~ (a'ABC) ~ ^' 

welche die erste der unter A) aufgestellten Gleichungen ist. 

Um eine der Gleichungen B) zu erhalten, multiplicire man die 
drei ersten unter einander stehenden Glieder der drei Gleichungen, 
so kommt 

AB^ . BC . CA' = AC . BA' . CBf 
oder 

{ABC,C'A'ff) = — \ 

2) Auch die Gleichungen E) §. 70 erhält man sehr einfach mit 
Hilfe der Gleichungen IV. Setzt man nämlich in die Gleichung 

Witzschel , neuere Geometrie. 8 
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LM+MN+NL = 0, oder ^ + ^ = i 



für -—-- und -^TL die Werthe aus IV) ein , so kommt 
ML LM 

BC . BC . AC . AC 



' 1 j n jr/ * > 



BA. BÄ ' AB ,ABf 
oder 

F^ .S^^C-^C BC.BC 

^^ ^* IW-^—Tb- 

3) Drückt man die zwischen den Mittelpunkten Z, M^ N enthal- 
tenen Abschnitte wieder durch die Involutionspunkte selbst aas, 
gemäss den Beziehungen 



2 ' 2 ' 2 ' 

so erhält man aus IV. noch folgende , ebenfalls die Involution von 
sechs Punkten bezeichnende Gleichungen : 

AB. Äff _ Aff + A'B 
^ AC . AC ~ AC + A'C 

U. 8. W. 

§.95. 

Lehrsatz 2. Zwischen drei involutorischen Punktepaaren 
A und A\ B und B\ C und C' und den Mitten L, M, N ihrer Ab- 
schnitte findet femer folgende Gleichung statt: 



V. X^. MN+ MB'. NL + NC. LM+LM.MN.NL — 0. 
Setzt man in I (91) statt 

QA.QA\ QB.QW, QC.QC 
die gleichbedeutenden Ausdrücke 

'Qt'—LA^, QM^—MB', W^—NC^ (§.5) 
ein , so geht sie über in 

'QL'.MN'^ QMK NL + QIP. LM— (12*. MN+'MB'.NL 

+ NC^.LM)=0. 
Nun ist nach §. 8 

'qT^MN + QM^ . NL + QN* . LM = — LM . MN . NL, 
folglich 

JÄ^.MN^llB'.NL+liCK LM + LM .MN .NL — 0. 
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§. 96. 

Zusätze, l) Werden die Punkte C, C' in einem Doppelpunkte 
E vereinigt, so hat man 



LÄ^. ME+ MB'. EL + LM.ME,EL = 0, 
oder 



LE ME 
2) Die Gleichung V. lässt sich noch verallgemeinern. Schreibt 
man sie zunächst unter der Form 



-J -4-1=0 



LM.NL ' MN.LM ' NL . MN 
löst jedes Glied in ein Product zweier Verhältnisse auf und ver- 
wandelt dieses durch Einführung des unendlich fernen Punktes 
in ein Product zweier Doppelverhältnisse (§. 40), dergestalt, dass 
z. B. das erste Glied 



LA 



^^ \LM' Qm)\LN' Qn) 



LM .NL 

übergeht, so erhält man 

{AMLQ) {ANLQ) + {BNMQ) {BLMQ) + {CLNQ) {CMNQ) = 1 ; 
eine Relation, die auch giltig ist, wenn Q nicht mehr der unendlich 
ferne, sondern ein beliebiger Punkt der Graden ist, aber mit dem 
Unterschiede, dass dann L\ M ^ N nicht mehr die Mitten von AA\ 
BB\ CC\ sondern die harmonisch conjugirten Punkte von Q be- 
züglich der Abschnitte AA\ BBf^ CC sind. Uebersetzt man die 
Doppelverhältnisse wieder in ihre gewöhnliche Form und zieht die 
Producte zusammen, so ergiebt sich auch folgender Ausdruck : 

ZJ« MN MB^ NL NC^ LM LM . MN , NL 
QA^' pX + ^-Ö^ + ^-£)iV + QL,QM.QN~ ' 



Relationen zwischen sechs involutorischen Punkten 
und zwei beliebigen Punkten in einer Graden. 

§. 97. 

Giebt man der Gleichung I. §. 91 die Form 

QA.QA' MN QB.QB' I£^, 
CQ.QC ML "^ QC.QC LM 

8* . 
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und ist Q' der unendlich ferne Punkt der Graden, mit Hilfe dessen 
man den vorstehenden Ausdruck in einen mit lauter Doppel verhält- 
hissen umsetzt, nämlich in 

VI. {ACQQ') {A'C'QQ') {NLMQ')+ (BCQQ') {B^C'QQ') {miQ') = I, 

so gilt derselbe auch , wenn Q> nicht mehr den unendlich fernen, 
sondern einen beliebigen Punkt bedeutet (§. 40), nur mit der Ab- 
änderung, dass I, Äf, iV nicht mehr die Mitten, sondern die harmo- 
nisch zugeordneten Punkte von Q' bezüglich der Abschnitte AA\ 
BB\ CC sind. 

Schreibt man die Doppelverhältnisse in gewöhnlicher Form 
und zieht die Gleichung zusammen, so giebt sie 



§.98. 

Zusätze. 1) Lässt man den Punkt Q mit Ä zusammenfallen, 
so erhält man eine Involutionsgleichung mit nur einem beliebigen 
Punkt Q\ in der aber L, IT, iV dieselbe Bedeutung wie in VI) haben : 

{BCAQ') {B'C'Aff) = {MNLQ'l 
oder 

AB,ABf ACAC _ML MQ' 
^ Q'B . Q'B^ ' Q'C . Q'C ~Ln'''Ö^' 

2) Führt man die Mittelpunkte L\ M\ N' der Abschnitte AA\ 
BB\ CC ein, und berücksichtigt, dass 

&L . Q'V = Q'A . Q'A' (§. 52, XII.)* 
Q'm . Q'M' = Q'B . Q'Bf etc., 

so geben die Gleichungen VI) und VII) 

VI* QA . QÄ ^. + QB. QB' ^+00^ QC' ^ = 0, 

AB.AE f _ LM . Q'M ' 
AC . AC' ~ LN.Q'JS" 

3) Nimmt man den Punkt Q als den unendlich fernen der Gra- 
den an, so gehen die Gleichungen VI) und VI*) über in 
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VTTT ^^' 0'^ NL . O'M LM . Q'N _ 

Q'A .Q'Ä'^ Q'B . Ö'^ ■*■ "ffcTW ~ ^' 

VIII* M. + J^^ ^^ -0 

4) Setzt man bezüglich der allgemeinen Gleichung VI. voraus, 
dass einer der Involutionspunkte z. B.C' der unendlich ferne Punkt 
der Graden ist, womit der zugeordnete Punkt C zum Centralpunkt 
wird , so hat man 

wobei Z., M die zu Q' zugeordneten harmonischen Punkte bezüglich 
derAbschnitte^-4', ^^ sind und ^V derjenige Punkt ist, für welchen 
aus {OC'NQ') = — 1 0N= — OQ' hervorgeht. 

5) Lässt man den Punkt |0 mit^ zusammenfallen und bemerkt, 
dass 0'iV=2ö'O ist, so reducirt sich letztere Gleichung auf 

AB.ABf _ ÄO,LM 

§.99. 

Aufgaben. Aus dem, was über die 'Involution von drei 
Punktepaaren sowie bezüglich ihres Centralpunktes und ihrer Dop- 
pelpunkte bisher erörtert worden ist, geht hervor, dass eine Invo- 
lution bestimmt ist 

1) durch zwei Paare zugeordneter Punkte (§. 69, 73) ; 

2) durch ein Punktepaar und den Centralpunkt (§. 75) ; 

3) durch ein Punktepaar und einen Doppelpunkt (§. 78) ; 

4) durch die beiden Doppelpunkte (§. 79) ; 

5) durch den Centralpunkt und einem Doppelpunkt (§. 81). 

In jedem dieser fünf Falle ist durch die gegebenen Elemente 
zu irgend einem Involutionspunkte der zugeordnete bestimmt und 
die Lösung der betreffenden Aufgaben durch Construction ist theils 
unmittelbar angegeben, theils nahe gelegt zu I) in §. 84, 1 , zu 2) in 
§. 84, 2, zu 3) in §. 79, I, zu 4) in §. 79, 2, zu 5) in §. 81. 

Die Aufgaben lassen noch verschiedene Abänderungen zu und 
es mag hier nur noch die Construction eines involutorischen Punkte - 
paares , dessen Mittelpunkt ausser den übrigen die Involution be- 
stimmenden Elementen gegeben ist, kurz angedeutet werden. 

I. Aufgabe, Gegeben die Punktepaare A und A\ B und S^ 
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und der Mittelpunkt iV des dritten Paares , es sollen die Punkte des 
letzteren bestimmt werden. 

Durch einen in der Ebene beliebig angenommenen Punkt G 
lege man zwei Kreise, welche resp. die Abschnitte AA\ BIf als 
Seimen fassen und in einem zweiten Punkte Q' sich schneiden. 
Hierauf construire man durch Q und Q ' einen dritten Kreis, dessen 
Mittelpunkt auf der durch N zur AB senkreckt gelegten Graden 
sich befindet. Dieser durchschneidet die Grade AB in den beiden 
gesuchten Punkten C, C'. Berührt der Kreis die Grade , was nur 
in iV stattfinden kann, so ist iV selbst ein Doppelpunkt. Trifft der 
Kreis die Grade gar nicht, so sind die beiden gesuchten Punkte CC 
imaginär, für welchen Fall die Bedingungen sogleich erörtert wer- 
den sollen. 

Greift von den beiden Abschnitten AA\ BB* einer in den an- 
dern ein, so kann man die Construction dadurch vereinfachen, dass 
man über diesen Abschnitten als Durchmessern Kreise be- 
schreibt und dann durch deren Durchschnittspunkte einen Kreis legt, 
dessen Mittelpunkt N ist. 

Die Richtigkeit der Constructionen folgt unmittelbar ans §. 76. 

Gleichungen, welche den Abschnitt iVC unmittelbar enthalten, 
giebt die Relation I. §. 91 , in der man zur Vereinfachung Q mit A^ 
zusammenfallen lässt, d. i. die Gleichung 



iVC" . LM— NA . NA' . MN + NB , NB', NL, 
sowie V. §. 95 : 



LA^ MN+ MB\ NL + NC . L.W + LM . /W/V .^1 = 0. 

2. Aufgabe. Gegeben ein Punktepaar ^ und -^', der Cen- 
tralpuukt und der Mittelpunkt N eines anderen Paares C und C\ 
zu bestimmen die Punkte des letzteren. 

Man lege durch A und A ' einen beliebigen Kreis, sowie durch 
eine Gyade , welche denselben in zwei Punkten C, Q ' treffe , be- 
schreibe hierauf einen Kreis , welcher durch diese beiden Punkte 
C, G' geht, und sein Centrum auf einer durch iV gelegten Senkrech- 
ten zu AA' hat, so schneidet dieser die Grade AA' in den beiden 
gesuchten Punkten C, C\ die in den einen Berührungspunkt IS zu- 
sammenfallen, wenn dieser ein Doppelpunkt der Involution ist, oder 
imaginär sind, wenn der Kreis die Grade AA' gar nicht trifft. 

Zur Aufstellung der Bedingungen, unter welchen C, C imaginär 
werden, bemerke man, dass aus 
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OC.OC— OA.OA' und 



OC. OC =•■ ON^—NC^=zON^—NC'^ (§. 6) 

NC= — NC'= ± J/ON^— OA . OA' 
sich ergiebt. 

Ist nun dabei ein innerer Punkt des Abschnittes AA\ so ist 
OA , OA' negativ, folglich NC unbedingt reell. In diesem Falle ver- 
einfacht sich obige Construction auf folgende: Man beschreibe 
über AA' als Durchmesser einen Kreis , lege durch eine Senk- 
rechte auf AA und durch die Durchschnittspunkte 6?, G ' derselben 
mit dem Kreise einen zweiten Kreis , dessen Mittelpunkt N ist , so 
schneidet derselbe auf AA' die beiden Punkte C, C' ab. Daraus 
geht auch hervor, dass wenn absolut NG ^ NA ist, NG ^ NA' sein 

muss, oder dass die Abschnitte AA' nndCC' in einander eingreifen, 
übereinstimmend mit §.74. 

Ist dagegen ein äusserer Punkt bezüglich des Abschnittes 
AA\ so ist 

. .. } , wenn ON > OA.OA\ oder wenn ON^ > OE^ ist, 
imagmarJ <- <. . ' 

wobei deinen der Doppelpunkte der Involution bedeutet (§. 81); 
d. h. NC oder NC' ist reell oder imaginär, je nachdem der 
Punkt N ausserhalb oder innerhalb des Abschnittes 
EF der beiden Doppelpunkte liegt, übereinstimmend mit 
§. 44 und 57 , insofern (CC'EF) = — 1 sein muss. 

Die Aufgabe lässt auch eine mehrfache Lösung dadurch zu, 
dass man zuvor den Punkt N' construirt, welcher mit N ein involu- 
torisches Punktepaar bildet. Denn ist ON , ON' = OA . OA' , so 

geht der vorhergehende Ausdruck für NC oder iVC* über in 



iVC* = ON^^ ON . ON' = ON . N'N, 
oder NC^= NN' . NO, 

wovon die Construction leicht auszuführen ist. 

3. Aufg ab e. Gegeben ein Punktepaar A und A' ein Doppel- 
punkt E sowie die Mitte N eines andern Paares C und C' dessen' 
Punkte gefunden werden sollen. 

Man lege durch A , A' einen beliebigen Kreis, construire dazu 
einen zweiten, welcher die Grade AA^ in dem Doppelpunkte E be- 
rührt und den ersteren in zwei Punkten G und G' schneidet. Die 
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Grade GG' bestimmt den Centralpunkt 0, womit die Aufgabe auf 
die vorhergehende zurückgeführt ist. 

Oder: man bestimme den zugeordneten harmonischen Punkt 
i^ zu £^ bezüglich des Abschnittes AA' und construire C, C' nach 
§.57. 

Auf dieselbe Weise können auch die Punkte C , C' bestimmt 
werden , wenn ausser ihrer Mitte N entweder die beiden Doppel- 
punkte E und F oder ein Doppelpunkt und der Centralpunkt gege- 
ben sind. 

§. 100. 

Involutionen am vollständigen Viereck und Vier- 
sei t. I) Seien A, B^ C, D (Fig. 33) die vier Punkte eines Vierecks, 

dessen Seiten AB^ BC, CAy AD, 
BD j CD kurz mit c, a, Ä, a\ 
b\ c bezeichnet werden mö- 
gen , so dass gegenüberste- 
hende Seiten des vollständigen 
Vierecks mit einerlei Buch- 
staben benannt sind. Sei fer- 
ner / eine beliebige Transver- 
sale in der Ebene des Vier- 
ecks, welche die Seiten des- 
selben ö, 6, c, a' . . . in den 
Punkten cÄ, ?, «, cÄ' . . . 
treffe. Verbindet man noch 
den Punkt ^' mit B und C 
durch Grade, so hat man nach der in §. 37 bemerkten Bezeichnung 

folglich auch 




d. i. 



oder 



\bacCSi') = ^cab'B^'), 
(P^«'^') = (r^'«^) (§. 27, 1). 



Diese Gleichung besagt aber nach §. 65 und 66, dass <5l und 
<Ä', p und y, Ä und Ä' involutorische Pun^^tepaare sind und es 
ergiebt sich hieraus der Satz : 
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Jede Transversale in der Ebene eines vollstän- 
digen Vierecks trifft dessen drei Paare gegenüberlie- 
gender Seiten in drei Fnnktepaaren, welche eine In- 
volution bilden. 

Zusatz. Legt man die Grade l durch je zwei Dnrchschnitts- 
pnnkte von gegenüberliegenden Seiten , also entweder durch a ■ a 
und b'b' oder durch 6'ö'und cc'oder durch cc' und cc«',bo fallen 
jedesmal zwei Punktepaare der Involution in einen Doppelpunkt 
zusammen und die nach vorstehendem Satze aufzustellende Invo- 
lutionsgleichnng 

redncirt sich auf 

(ÄC^|1) = — I , wenn / durch a'a und b'b' gelegt ist, 
(^l^'?«)= — I „ I „ b-b- „ c.c „ „ 
(|»r«^) = -l „ / „ c-c „ aa „ „ 
d.i. In einem volls tÄndigen Viereck wfrd jede Ver- 
bindungslinie der Durchschnittspunkte gegenüber- 
liegender Seiten von den zwei übrigen Seiten harmo- 
nisch getheilt. 

Hiernach stellt sich der Satz §.60 als ein speciellcr des vor- 
hergehenden heraus. 

2) Seien a, b, e, d (Fig. 34) die Seilen eines vollständigen Vier - 
aeits, A und A' , B und B' , G ' 
und C die drei Paare gegen- F'g- 34. 

überstehender Ecken dessel- 
ben, oder die Durchschnitts - 
punkte <i'b und C'd, a' c und 
ft ■ rf, b'c und n-rf ; sei femer 
S ein beliebiger Punkt in der 

Ebene des Vierseits, vonwel- , 

chem ans nach den Ecken des- 
selben die Strahlen S^ Odern, 
SA' oder a, SB oder b u. s. w. 

gezogen sind. Denkt man , 

sich noch A und A' durch eine (rrade verbunden und sind und ^ 
die Durchs chnittspunkte von a mit c und rf, so hat man, A als Strah- 
len mittelpnnkt betrachtet, nach §. 56, 1 

{B€CA') = {C'PB'A'), 
mithin sin {bata) = sin (t'ab'a), (§. 36, 2), 
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oder sin (baca) = sin (b'aVa), 

welche Gleichung nach §. 85 anzeigt , dass die Strahlenpaare a und 

a\ h und b', c und c involutorisch sind. 

Daher: Die nach den drei Paaren gegenüherliegen- 
der Ecken eines vollständigen Vierseitsvon einem be- 
liebigen Punkte der Ebene desselben aus gezogenen 
Strahlenpaare bilden eine Involution. 

Derselbe Satz lässt sich auch nach dem vorhergehenden wie 
folgt beweisen : A, B'j Sy C' kann man als die vier Punkte eines 
vollständigen Vierecks ansehen, dessen sechs Seiten AC\ SB^^ AB", 
SC\ B^C\ SA die Transversale^^' in sechs involutorischen Punk- 
ten schneiden: folglich bilden die von S aus nach diesen Punkten 
gezogenen Strahlen ein involutorisches Büschel. 

Zusätze. Verlegt man den Punkt S in einen der drei Durch- 
schnittspunkte je zweier Diagonalen des Vierseits, also entweder 
in den Durchschnitt von AA' und BB\ oder von BB" und CC' oder 
von CC und AA\ so fallen jedesmal zwei Strahlenpaare in einen 
Doppelstrahl zusammen und die nach vorstehendem Satze aufzu- 
stellende Involutionsgleichung 

sin (abf , t'ab') = — 1 
geht über in 

sin (cc'ab) = — 1 , wenn S in dem Durchschn. von AA' u. BB' liegt, 
sin{aabc) = —l „ 5„ „' „ „ BB\, CC 

sin (bb'ca)= — 1 „ 5 „ „ „ „ CC „ AA' 

d.h. In einem vollständigen Vierseit ist j edes Strah- 
lenbüschel, gebildet von zwei Diagonalen und den 
Verbindungslinien ihres Durchschnittspunktes mit 
den beiden übrigen Ecken des Vierseits, ein harmo- 
nisches, (vergl. §. 60 u. 62.) 

3) Wird der Punkt S in unendlicher Entfernung angenommen, 
so werden die nach den sechs Ecken des Vierseits gezogenen Strah- 
len einander parallel, ohne doch aufzuhören, eine Involution zu bil- 
den. . Jede Transversale wird somit von denselben in sechs invo- 
lutorischen Punkten geschnitten, oder : 

Die (Parallel-) Projectionen der sechs Ecken 
eines vollständigen Vierseits auf irgend eine Grade 
stehen in Involution. 

4) Wird der Punkt 5 in einen der Durchschnittspunkte von zwei 
Kreisen verlegt, die über zwei Diagonalen des Vierseits z. B. über 
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BB' und CC' *) (Fig. 35) als Durchmessern beschrieben sind, so stehen 
die zwei nach den Endpunk - 

ten dieser Diagonalen von 5 ^ &• • 

aus gezogenen Strahlen 5^ 
und 5if', SC und 5C' senkrecht 
auf einander, folglich nach 
§. 88 und 89 auch das dritte 
Paar SA und SA' der involu- 
torischen Strahlen ; und es 
wird daher der über AA' als 
Durchmesser beschriebene 
Kreis ebenfalls durch die bei- 
den Durchschnittspunkte S 
und S der ersten zwei Kreise 
hindurchgehen. Also : 

Die drei über den 
Diagonalen eines voll- 
ständigen Vierseits als Durchmessern beschriebenen 
Kreise schneiden sich in denselben zwei Punkten Sund 
S', oder haben Eine gemeinschaftliche Sehne SS\ 

Hieraus folgt weiter: Die Mittelpunkte/^, M^ iVder drei 
Diagonalen desVierseits liegen in einer und derselben 
Graden. 

5) Der erstere der vorstehenden Satze wird als der Boden- 
mi Her 'sehe, der andere als der Gauss 'sehe Satz aufgeführt. 
Man kann den Gauss'schen Satz nicht als eine Folgerung des Bo 
denmiller'schen hinstellen und letzterem auch nicht den obigen 
Ausdruck geben , wenn das Vierseit von der Art ist , dass die drei 
über den Diagonalen als Durchmessern beschriebenen Kreise nicht 
zum gegenseitigen Durchschnitt kommen. Die Durchschnitte 
werden aber immer fehlen, wenn (Fig. 36) von den einfachen Vier- 
seiten , die in dem vollständigen enthalten sind (s. §. 60) , das ge- 
wöhnliche BCB'C\ welches keine tiberschlagenen Seiten hat, zwei 
gegenüberliegende innere stumpfe und zwei gegenüberliegende in- 
nere spitze Winkel hat. In diesem Falle kann man den Beweis 
des Gauss' sehen Satzes auf folgende Weise führen. 

Man lege durch die Mittelpunkte L und Hü zweier Diagonalen 

*) In Fig. 35 ist der Durchschnittspunkt von AB und AB irrthümlich 
mit L statt mit C bezeichnet. 
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Fig. 36. 




'^ N 






"•>.v 



AA\ BB' eine Grade und zu derselben durch einen (zunächst be- 
liebigen) Punkt eine Senkrechte, auf welche man die sechs 
Ecken dos Vierseits senkrecht, also parallel der LM^ projicire. Die 
somit erhaltenen Punkte ^ und <3l', |J und |l', Ä und €' bilden 
nach vorhergehender Nummer 3) eine Involution. Weil aber die 
LM durch die Mitten von AA' und BB' gelegt ist, so muss auch 
^0 = 0;^', §J0== Ossein, d.h. die Involution ist (§.82) eine 
symmetrische. Es ist daher auch €0= OC, folglich auch 
CN= NC\ Die Grade LM geht somit ebenfalls durch den 
Mittelpunkt der dritten Diagonale. 

Sind ferner F^ G, H die gegenseitigen Durchschnitte der drei 
Diagonalen , von denen je zwei harmonische Punkte zn den End- 
punkten der betreffenden Diagonale sind (§. 60 und 62, 1), ferner 
K der Mittelpunkt und r der Halbmesser des um das Dreieck FGH 
beschriebenen Kreises , so hat man (§. 51. X.) LÄ^ == LG . LH und 
LG . LH = LK^ — r^ folglich 

!LA^z=::LK^ — r*, ebenso ergiebt sich 
NC^=: NJK^ — r\ 
Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit MN^ 
NL, LM und addirt sie hierauf, so kommt 
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b) LA^MN+MB^.NL+]>ICKLM = 

LK^MN+ MK^.ISL+m^,LM—r^{MJS+ NL + Ul), 

Nun ist, weil L, M^ N in grader Linie liegen, 

MN+1SL + LM = 0, 
ferner nach dem erweiterten Satze in §. 8 

LKK MN+MK\ NL + MK LMz=—LM , MN . iVI; 
somit reducirt sich b) auf 

c) LAK MN + MB\ NL+ NC". LM + LM . MN . ]SL = 
oder , wenn endlich A^ und A^ , Bi und B^ , 0, und C^ die Durch- 
schnitt spunkte der Graden LMN mit den*über AA\ BB\ CC' als 
Durchmessern beschriebenen Kreisen sind, also absolut LA = LAi 
== LA^, MB = MBi = u. s. w., ist: 

d) LA^^, MN + MB^K NL + iVC,«. LM + LM , MN . JSL = 0. 
Diese Gleichung zeigt aber nach §. 95 an, dass die Punkte 

i4, und ^2, £f, und ^2» ^t ^^^ ^2 ^^ Involu tion sind, oder 

Die drei über den Diagonalen eines Vierseits als 
Durchmessern beschriebenen Kreise schneiden die 
durch die Mittelpunkte der Diagonalen gelegte Grade 
in drei involutorischen Punktepaaren. 

Der Centralpunkt dieser Involution liegt ausserhalb eines 
jeden Involutorischen Abschnittes, also auch ausserhalb eines je- 
den der drei über den Diagonalen beschriebenen Kreise , wenn die 
Punkte eines jeden Abschnittes gleichartig bezüglich eines an- 
dern Abschnittes sind , oder wenn die • Abschnitte nicht in ein- 
ander eingreifen (§. 74) , wenn also auch die Kreise nicht einander 
schneiden. 

Man kann in diesem Falle eine durch zu LMIS senkrecht ge- 
legte Grade als die gemeinschaftliche imaginäre (ideale) Sehne der 
drei Kreise — gewöhnlich Chordale genannt — betrachten und es 
wird in dem folgenden Capitel gezeigt werden, dass sich auch zwei 
imaginäre Durchschnittspunkte der drei Kreise sowie der gemein- 
schaftlichen Sehne in der Ebene der Figur aufstellen lassen, welche 
nichts anderes als die (reellen) Doppelpunkte der Involution ^4,^2, 
i?j^2) ^1^2 sind, und die reellen Durchschnittspunkte dreier sich 
schneidender Kreise mit ihrer gemeinschaftlichen reellen Sehne 
vertreten*). 

*) Aus den Gleichungen a) folgt durch Subtraction einer von der anderen 

LA^ — MBi = LKi — MK^ 
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Greifen indess die involutorischenAbschnitte^iiig, ^i^t, C^C^ 
in einander ein (Fig. 35) , so liegt der Centralpnnkt auf dem ihnen 
gemeinschaftlichen Stücke der GradenZ-^iV; die über den Abschnitten 
als Durchmessern beschriebenen Kreise schneiden sich in densel- 
ben zwei Punkten S undS', deren Yerbindungsgrade SS als gemein- 
schaftliche Sehne der drei Kreise durch den Centralpunkt geht. 
(Die Doppelpunkte der Involution sind in diesem Falle imaginär 
und werden, wie später gezeigt werden wird, durch die beiden 
Punkte S und S' vertreten, s. §. 125.) 



welches , wie später sich zeigen wird , zwei charakteristische Gleichungen 
derChordale sind und hier anzeigen, dass die Chordale der drei Kreise über 
den Diagonalen als Durchmessern durch den Mittelpunkt K des um F^ G, H 
beschriebenen Kreises geht, eine wohl von Herrn Möbius (s. Berichte der 
K. S. Gesellsch. d. Wiss. z. Leipzig 1854, S. 89) zuerst bemerkte Eigen- 
schaft der Chordale der drei Kreise. 



Fünftes Capitel. 

Geometrische Deutung und Construction imagi- 
närer Werthe und Formen ; eomplexe Doppel- 
verhältnisse und Involutionen. 



§. 101. 

Vorbemerkungen. In den beiden vorhergehenden Capiteln 
ist es nicht selten vorgekommen , dass , wenn zwischen gegebenen 
und gesuchten Abschnitten einer Graden eine oder mehrere Gleich- 
ungen des zweiten Grades bestehen, die gesuchten Abschnitte und 
diren Grenzpunkte unter gewissen Umständen einen imaginären 
(oder auch complexen) Ausdruck erhielten. In diesem Falle wur- 
den die Punkte oder Abschnitte nach der zeither üblichen Ansicht, 
dass einem imaginären Rechnungselement ein unmögliches Con- 
structionselement entspreche, einstweilen als unconstruirbar hinge- 
stellt , oder wenigstens ihre Construction nicht weiter bemerkt. 
Man weiss aber jetzt, dass ein solcher Punkt oder Abschnitt zwar 
für die Grade , in welcher er eigentlich liegen soll , als unmöglich 
zu bezeichnen ist, wohl aber in einer durch die Grade gelegten 
Ebene als reeller Punkt oder Abschnitt construirt werden kann. 
Der Lehrsatz , auf welchen sich die ursprünglich nur auf das Be- 
reich einer Graden beschränkte Relation zwischen den gegebenen 
und gesuchten (variabelen) Elementen bezieht und welcher durch 
die Bedingungen, unter denen eine imaginäre Beziehung hervor- 
tritt , eine Einschränkung zu erleiden scheint , erhält somit durch 
die neue Deutung und das neue Princip der Construction eine Er- 
weiterung ; das Bereich seiner Giltigkeit wird vergrössert oder be- 
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stimmter gesagt, aus den longimetrischen Beziehungen gehen ent- 
sprechende planimetrische hervor. 

Die Deutung und Einführung imaginärer Elemente in die Geo- 
metrie ist, allgemein aufgefasst, ein Mittel geworden, Ausnahmen 
von Kegeln zu beseitigen, verschiedene Specialsätze unter einem 
hohem Gesichtspunkte aufzufassen und zu einem allgemeinem Satze 
zu vereinigen. Jeder derartige Vorgang in der Wissenschaft ist 
nun nicht ohne gleichzeitige Aufstellung neuer oder erweiterter Be- 
griffe und Definitionen möglich. Sollen diese aber einen wirklichen 
Fortschritt der Wissenschaft bedingen, so müssen in ihnen nicht 
blos die Keime und Elemente für jene Erweiterung der Wissen- 
schaft enthalten sein und letztere folgerichtig und ungezwungen 
aus ihnen sich deduciren lassen, sondern es müssen auch die frühem 
Fundamentalbegriffe in ihnen ohne innem Widerstreit liegen, sowie 
nicht minder die daraus entwickelte neue^Form der Wissenschaft 
die früheren nur assimiliren, nicht gänzlich umstossen oder vernich- 
ten darf. 

Indem hier die Behandlung und Umformung*) imaginärer und 
complexer Ausdrücke vorausgesetzt wird, soll im Folgenden zu- 
nächst die Theorie ihrer geometrischen Darstellung**) an die im 
ersten Capitel gegebenen Vorbemerkungen (§. 1 — 8) geknüpft 
werden. 

So lange die gradlinigen Abschnitte als zu nur einer Graden 
gehörig angesehen werden , bedarf es zu ihrer Unterscheidung 
ausser ihrer Grösse oder Länge nur noch des Zeichens, welches 
ihre Richtung als mit der angenommenen Grundrichtung der Gra- 
den übereinstimmend oder als entgegengesetzt bezeichnet. Hierauf 
gründet sich die Anwendung der Zeichen + und — , sowie die der- 
selben entsprechende Regel für die Stellung der Grenzbuchstaben 
eines Abschnittes , aus welcher unmittelbar mehrere allgemeine Re- 
lationen für drei und mehrere Punkte und die von ihnen begrenzten 
Abschnitte einer Graden sich ergeben (§. 1 — 6). Geht man aber 
aus dem engem Bereich einer einzigen Graden heraus in das Ge- 
biet der Ebene über und betrachtet Strecken oder Abschnitte von 



*) Man vergleiche darüber die Lehrbücber über Analjsis^ u. a. SchlÖ - 
milch, Handbach der algebraischen Analysis, 2. Auflage. §§.50 — 68. 

**) Nach einer zuerst von Herrn Drobisch (Berichte d. K. S. Ge- 
sellschaft d. Wissensch. 2. Bd. (1848) B. 171) gegebenen Entwickelang. 
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Graden nicht blos von einer oder der entgegengesetzten, sondern 
von allen möglichen Eichtungen, welche sie in der Ebene liegend 
haben können, so reichen auch zur vollständigen Bezeichnung der 
Abschnitte (nach Grösse und Richtung) die beiden Zeichen +, — 
nicht mehr aus. Ist nämlich von der Strecke JB die Länge und 
der Anfangspunkt A bestimmt, so kann, wenn dieselbe in einer 
durch J gelegten Graden liegen soll, der Punkt B nur an zwei 
Stellen der Graden liegen, welche zu beiden Seiten von^ gleichweit 
um die bestimmte Länge abstehen, und die beiden diesen Lagen 
von B entsprechenden Abschnitte der Graden werden 'dem Princip 
der Zeichen gemäss durch -jr AB und — AB oder durch AB und 
BA bezeichnet und unterschieden. Wird dagegen die Voraussetzung, 
dass AB in einer bestimmten durch A gelegten Graden enthalten 
sei, mit derjenigen, dass sie in einer durch A gelegten Ebene lie- 
gen soll, vertauscht, so kann B in allen Punkten einer von A aus als 
Mittelpunkt, mit der Länge yon AB als Radius beschriebenen Kreis- 
linie liegen oder die Strecke AB kann alle möglichen Richtungen 
der Radien dieses Kreises haben. Soll also eine bestimmte Lage 
von B oder eine bestimmte Richtung von AB angedeutet werden, 
so muss zur Bezeichnung AB als der absoluten Länge der Strecke 
noch etwas hinzugefügt werden, das deren Richtung determinirt. 
Diese Determination kann, wie die verschiedenen Coordinatenmetho- 
den zeigen , ihrer Form Inach sehr v-erschieden gewählt werden. 

« 

Eine der einfachsten Formen dafür ist diejenige, nach welcher die 
Richtung von AB durch den Winkel angegeben wird , den diese 
Strecke mit einer ein für allemal festgelegten Graden oder Rich- 
tungsaxe x bildet. Denn bezeichnet man wie üblich den Winkel 
zweier Graden als den Richtungsunterschied derselben, so 
liegt die angegebene Determination der Richtung einer Graden durch 
den Winkel derselben mit der Richtungsaxe als reine Umkehrung 
dieser Definition sehr nahe. Es bleibt mithin noch übrig, die Form 
der Verbindung anzugeben, in welche der Winkel oder eine den- 
selben bezeichnende Grösse mit dem absoluten Längenausdruck 
AB gebracht werden soll, damit die bezeichnete Strecke sowohl 
nach Grösse wie nach Richtung vollständig und nach den üblichen 
Rechnungsoperationen hinreichend flexibel bezeichnet ist. Mit an- 
dern Worten: es ist die Funktion zu bestimmen, nach welcher die 
zur Strecke gehörige Winkel - und Längengrösse mit einander zu 
verbinden ist. 

'WUzschel, neuere Geometrie. * ' 9 
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§. 102. 

Richtungsfactor einer Strecke. Es bezeichne [AB] 
eine Strecke nach Grösse und Eichtung zugleich aufgefasst, AB die 
Strecke von derselben Länge , wenn sie ihrer Eichtung nach mit 
einer in der Ebene angenommenen Eichtungsaxe übereinstimmt (pa- 
rallel oder gleichgerichtet mit x ist) *), femer a den Winkel ir'^[^^] 
oder AB'^lAB] (oder », wie üblich, die Länge des dem Winkel 
ir'^[^ß] entsprechenden Bogens eines Kreises , dessen Eadius = 1 

ist) und 

O {AB, a) 

die zu bestimmende Funktion , welche dem Symbol [AB] gleichbe- 
deutend ist. Setzt man zur Strecke [AB] ein Stück [BC] in der- 
selben Eichtung hinzu, so bildet dasselbe, so wie auch die Grade 
[AC] mit der Eichtungsaxe x (oder resp. mit BC, AC) denselben 
Winkel a. [BC] und [AC] müssen demnach durch Funktionen von 
derselben Form, in welchen a unverändert vorkommt, ^^ dagegen 
resp. durch -BC und -<4C vertreten ist, wiedergegeben werden; d. h. 

man hat 

[BC] = O {BC, a) ; [AC]== O {AC, «). 

Da aber [BC] und [AC] mit [AB] in einer Graden liegen, 

und einerlei Eichtung haben , so muss in diesem Falle die 

Eelation 

[AB] + [BC] = [AC] 

ebenso gut wie AB + BC ='AC (§. 2) gelten. Man hat somit auch 

<P {AB, a) + {BC, a) = (P {AC, a) 
oder 

1) a> {AB, a) + {BC, «) = <P {AB + BC, a) 

Dieser Funktionalgleichung wird nun einfach Genüge geleistet, 

wenn man AB, BC, AB + BC als absolute Factoren zu irgend einer 
andern Funktion von a , welche durch 

bezeichnet werde, annimmt, d. h. wenn man 

2) {AB, a) = AB.q> {a) 

setzt , wobei AB die oben bezeichnete Bedeutung als einer mit der 
Eichtungslinie übereinstimmenden Strecke hat. 

Es ist demnach noch die Form von g> («) zu bestimmen. Zu 
dem Ende nehme man eine andere Strecke [AB^ an (Fig. 37), welche 

*) Demnach auch den absoluten tVerth der Länge Yon. [AB]. 
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mit [AB] den Winkel jJ, mit x oder AB"^ 
also den Winkel a + ß bilde , übrigens 
aber von derselben Länge wie [AB] sei. 
Für dieselbe wird nun 

[AB'] = AB\(p(a + ß), 
oder, weil absolut AB' = AB ist, 
^ B X 3) [AB'] = AB .fpia-^-ß) 

sein. Da aber [A'^] mit [AB] den Winkel jS bildet, so kann man, 
insofern [AB'] auch auf [AB] als Richtungslinie sich beziehen lässt, 
setzen 

\At!\ = [AB] . ^ iß). 
Substituirt man nach 2) AB . <p (a) für [AB], so ergiebt sich 

[A£^] = AB.g,{a).q>iß) [ 

und in Verbindung mit 3) nach Weglassung des gemeinschaftlichen 
Factors AB 

4) q>{cc+ß) = (p{a).q>{ß). 

Dieser Gleichung entspricht die allgemeine Exponentialgleichung 

und man hat somit 

[AB] = a''.AB, 
worin a eine noch näher zu bestimmende Constante ist. Dieselbe 
lässt sich aber durch zwei zusammengehörige particuläre Werthe 
von [AB] und a ermitteln. Nimmt man nämlich an, dass der Win- 
kel von X und [AB] einem gestreckten gleich ist, wofür [AB] in — AB 
und a in n übergeht, so wird aus der letzten Gleichung 

—AB=a".AB, 
woraus 

(—1) = a" und a = (—1)'' 

folgt. Betrachtet man also von zwei Punkten A und B der Ebene 
den ersteren als Anfangs- , den andern als Endpunkt eines grad- 
linigen Abschnitts, so wird derselbe sowohl nach Länge wie nach ^ 
Richtung durch das Product seiner absoluten Länge und eines 

Factors ( — 1 )^ , welcher der Richtungsfactor heisse, d. i. durch 

a 

A) (—\yt,AB 

bezeichnet; dabei ist « die in Theilen des Halbmessers =1 ausge- 

9* 
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drückte Länge des Bogens, durch welchen der Neigungswinkel 
s^AB des gedachten Abschnittes gegen eine in der Ebene festge- 
legte Eichtungsaxe x gemessen wird. 

DieBeurtheilung der Winkelgrössen erfolgt übrigens ganz nach 
den §. 9 u. f. erörterten Principien. 

Statt des eben genannten Ausdrucks soll bisweilen als gleich- 
bedeutend der symbolische 

B) \AB\^ , 

welcher nun keiner Erläuterung mehr bedarf, oder auch, wennMiss- 
verständniss nicht zu befürchten ist, der abgekürzte 

[AB] , 
wobei a = x^ABzn ergänzen ist, zur Anwendung kommen. Ebenso 

ß 
bedeutet dann [BC] oder [BC]ß soviel als ( — 1)"^ . BC, wobei unter 

ß der Winkel oder Bogen x'^BC zu verstehen ist. 

§. 103. 
Besondere Werthe des Kichtungsfactors. 1) Setzt 

TT 

man «= --■ , oder den Winkel des Abschnittes und der Eich tun'gs- 
axe als einen rechten voraus, so hat man 

[AB]„ = (— l)i . AB = AB. }/^=i.AB, 



wobei y—i, wie üblich, kurz durch t bezeichnet ist; d. h. der zur 
Langenbezeichnung irgend eines Abschnittes hinzugefügte soge- 
nannte imaginäre Factor j/ — I =i deutet eine senkrechte 
Richtung des Abschnittes zu der die positive Eichtung repräsen- 
tirenden Eichtungsaxe an. (Fig. 38 a.) 

2) Setzt man a= — , 

oder den Winkel des Ab- 
schnittes und der Eich- 
tungsaxe gleich drei Eech- 
ten voraus, so hat man 

2 

~—AB j/^^l =— iAB, 
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d. h. eine zur vorhergebenden entgegengesetzte Eichtang für den 
Abschnitt. (Fig. 38 b.) 

3) die Werthe = und a=:n geben 

[AB]^={—l)\AB = + AB 

[AB]„ = l—\).AB^—AB 

d. h. die beiden einander entgegengesetzten sogenannten reellen 
Werthe des Abschnittes. — Man erkennt somit , dass die beiden 
Zeichen + und — , als Richtungscoefficienten für gradlinige Ab- 
schnitte , particuläre Werthe eines allgemeinen Eichtungsfactors 



or 



( — l)''^sind, und dass in derselben Weise auch + )/ — 1 als Eicht- 
ungsfactoren für die beiden andern Cardinalrichtungen in der Ebene, 
d.h. für die beiden auf jenen senkrechten Eichtungen, aufzufas- 
sen sind. 

Hieraus erhellet noch, dass, wenn in einer Ebene eine der bei- 
den reellen Eichtungen — z.B. die positive — und eine der beiden 
imaginären — z. B. die positive — bestimmt sind , damit auch der 
positive oder negative Sinn für die Winkelgrössen angedeutet ist. 
(§. 9 u. d. f.) 



a 



Fig. 39. 



4) Der Ausdruck ( — 1)? kann auf verschiedene Weise in den 
bekannten 

cos et -|- y — l . sin a oder cos a + i sin a 
verwandelt werden.*) Die entsprechende Gleichung 

[AB]fj^ =^AB (cos a+ i sin a) 

= A'B' + 1 A''B'' — AB^ + iB,B 
(Fig. 39) giebt noch eine andere geo- 
metrische Deutung : [-^^]a ist die 

Summe der beiden rechtwinkligen 
Projectionen des Abschnittes auf 
zwei zu einander senkrechte Projec- 
tionsaxen, deren eine mit demselben 
den Winkel a bildet und der Eicht- 
ungsaxe in der Ebene parallel ist. 

*) Unter andern dadurch, dass man setzt 

( — V) ^=z cos n -^ i sin n 
mithin nach dem M o i vr e ' sehen Satze 

a 

( — 1)* = cos n -^^ i sin 9t i= e^^* 
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5 B^ktnDtHch nennt man einen Aa«^imck wie 

fi ^i V oder ^ r«»* ^ + » *"■ ^ * 



wobei 






und jzn 9 = 



ist, einen cornpl exe nAn*drnck, «oder gcosif den reellen« if oder 
igiin q, den imaginären Theil desselben« femer ^ denModnlus 
und <]p die Amplitude. Xach dem Vorhergehenden ist die geomet- 
ri/iche Deatung^ der genannten Grössen einfach die, dass^wenn man 
den complexen Werth durch einen gradlinigen Abschnitt darstellt, 
der 31 o dal US die absolute Länge desselben, die Amplitude 
den Winkel bezeichnet, welchen die durch die Aufeinanderfolge 
der Buchstaben bezeichnete Kichtung des Abschnittes mit der po- 
sitiven Kicbtung einer Richtungsaxe bildet, femer der reelle 
Theil gleicbder rechtwinkligenProjection desAbschnit- 
te» auf die Richtungsaxe und der imaginäre Theil gleich 
äer rechtwinkligen Projection auf eine zur Richtungs- 
axe senkrechte Grade ist. 

§. 104. 

Zusätze. 1) Die Relation BA = — AB (§. 1) gilt auch für 
eomplexe Ausdrücke, oder es ist 

I. [BA]^ = — [AB]^ und allgemein [BA] = —[AB]. 

Denn 

a a 

\BÄ\^= (— 1^. BA = — {—\)^AB 

d. h. [BA\f^ ist ein Abschnitt dessen durch -<4^ bezeichnete Richtung 

mit der Richtungsaxe einen Winkel tt + « bildet, also die entgegen- 
gesetzte Richtung von [AB]^ hat, im übrigen aber demselben an 

Länge gleich ist , folglich ist 

2) Zugleich ergiebt sich hieraus, dass auch 

ist, was sowohl mit §. 13, 3 übereinstimmt, oder eigentlich derselbe 
Satz ist, als auchmit4)desvorherg.§., wenn Tj+astatt « gesetzt wird. 
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§. 105. 

Lehrsatz. Sind J, B, C drei beliebige im Allgemeinen nicht 
in einer Graden liegende Punkte, so ist immer 

TT I [ÄB] + [BC] + [CÄ\=.f>, 

• \[AB] + [BC] = [AC], [ÄB] — [AC] = [CB]^ii,. 

Bilden die Seiten AB, BC, CA des Fig. 40. 

Dreiecks ABC (Fig. 40) mit der Rich- 
tungsaxe ar, resp. die Winkel y, a, jS, 
sind A '^, B'C\ C'A ' die rechtwinkligen 
Projectionen der Dreiecksseiten auf 
diese Axe und A''B'\ Bf'C'\ C"A" die 
Projectionen auf eine zur o? senkrechte 
Grade, so ist (103, 4. 5.) 

\AB\ = AB {cos y + i sin y) = A'B' + i.A "B'\ 
{BC^^ = BC {cos et + i sin cc) = B'C' + i. B"C\ 
\CA\^ = CA {cos ß + i sin ß) = C'A' + i . C"^" ; 

wobei y — 1 wie oben durch i bezeichnet ist. 




Da nun 



so ist auch 



A'B' + ffC' + C'A'^Q, 

^"^'+5"c"+r^'=o, 

{AB{^+[BC\^+[CA]^==0, 



Hieraus und mit Benutzung von I. ergeben sich die andern un- 
ter II. aufgeführten Beziehungen. 

Anm e rkung. Dieser Satz drückt die Zusammensetzung und 
Zerlegung (geometrische — auch innere — Addition und Subtrac- 
tion) der Linien aus, deren sich insbesondere Herr Moebius allge- 
meiner und durchgreifender bedient hat , namentlich in seiner 
„Statik" und in der „Mechanik des Himmels". Stellen [AB\ und 
[BC] nach Richtung und Grösse zwei auf einen Punkt wirkende 
Kräfte — oder die von ihnen hervorgebrachten Bewegungen — vor, 
so stellt {AB\ -f- [BC] = \AC\ nach Richtung und Grösse die Resul- 
tante der Kräfte — die aus beiden zusammengesetzte Bewegung — 
vor. (Parallelogramm der ILräfte.) 
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§. 106. 

Zusätze. 1) Die Gleicliang der complexen Abschnitte 

[AB]y+[BC]„+[CA]ß==0 

ist somit als der Complex der beiden Gleichangen 

iABcosy + BCcosjDi + CAcosß = 
^^ \ AB sin y + BC sin a + CA sin ß =0 

anzusehen, und ebenso lässt sich bekanntlich jede andere Gleich- 
ung mit complexen Ausdrücken in zwei Gleichungen spalten, von 
denen die eine die Beziehungen zwischen den reellen , die andere 
die zwischen den imaginären Grössen darstellt. 

2) Aus den beiden Gleichungen 2) folgt noch 

BCcos a CA cos ß BC sin a CA sin ß 

cos y cos y sin y sin y ' 

BC {cos a sin y — sin a cos y) = CA {sin ß cos y — cos ß sin y), 

BC : CA = sin {ß—y): sin (y — «) ; 
ebenso 

CA : AB^=sin {y — «) : sin (a — ß), 
oder zusammengefasst : 

AB:BC:CA=z sin (« — j?) : sin (ß—y) : sin (y— «). 
Da nun 

a = co''BC, ß = x^CA, yz=:a^AB, 
so ist (§. 11, IL) 

a—ß = a^BC—x^CA = CA^BC= — BO'CA 
ß—y = x'^CA— xUB=AB^CA= —CA^AB 
y—a= x^AB — x^BC= BC^AB = — AB^BC, 
folglich 

3) AB : BC : CA = sin. BC^CA : sin CA'' AB : sin AB^BC, 

oder weil BC^CA = 180° + CF'CA = 180«+ ^C^ = 180«— ^C^ ist, 
AB: BC:CA = sin ACB : sin BAC : sin CBA*) 



I 
1 

* 



) Man kann derselben Beziehung auch folgenden Ausdrack geben. 
Seien a , 6 , c drei Grade einer Ebene, «*&, b'c, ca ihre gegenseitigen 
Dürchschnittspunkte , acby baCy cba die drei zwischen diesen Durchschnitts- 
punkten liegenden Abschnitte oder Seiten des Dreiseits, so ist 

8171 a^b : sin b^c : sin c^a = acb : bac : cd«, 
wobei sowohl die Winkel nach einerlei Sinn, als auch die Seiten in ein und 
demselben aber beliebigen Zuge zu durchlaufen sind, (vergl. S. 12.) 
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d. i. die bekannte Belation zwischen den Seiten und Sinussen der 
gegenüberstehenden Winkel eines Dreiecks; wobei zugleich 
das Frincip der Zeichen sowohl nach §. 9 und 10 als §. 16 
beobachtet ist. 

Die Anwendung dieses Princips auf die Proportion 3) lässtsich 
festhalten, wie auch die positiven Eichtungen der drei Seiten des 
Dreiecks ABC besiimmt werden mögen. Denn sind allgemein a, 6, c 
drei beliebige Grade in einer Ebene, von denen a und b inC, 6 und c 
mAy c und a inB sich schneiden, und sind die positiven Eichtungen 
der durch A^ B, C bestimmten Abschnitte und der Graden a , 6 , c 
bezeichnet durch 

BC, AC, AB , 

sind femer a, /?, y die Winkel, welche a, 6, c mit irgend einer Eichtungs- 
linie x bilden, wobei noch der positive Sinn beliebig festgesetzt 
werden mag, nach dem die Winkel (§.9) als positiv gerechnet wer- 
den , so hat man nach §. 105 ü. zunächst 

[AB]+[BC\ + [CA]^0, 
femer, weil (104, 1) 

. [AC]^ = _ [CA]^ = [CA]^^ ^ ist, 

[AB]^'\^[BC]^-\CA]p:=.0, 
oder [AB\ + [BC]^ + [CA]„ + 1, - 0. 

Hieraus ergiebt sich auf dieselbe Weise wie oben 

AB : BC:{—CA)=: sin (« — jS) : sin {ß—y)- sin (y — a), 
oder 

AB : BC: CA = sin (a — n — ß) : sin{n + ß — y) : sin {y — «) 
= — sin (a — ß) : — sin {ß — y): sin (y — a). 

Beide Ausdrücke sind, wie man sieht, dieselben und reduciren 
sich auf 

AB:BC:AC= sin BC^AC : sin AC^AB : sin AB^BC, 

d. i. eine Proportion, die mit Berücksichtigung der nach §. 1 und 9 
zu beurtheilenden Zeichen der Abschnitte , wie sie vorausgesetzt 
sind , und der Winkel vollständig mit der bereits aufgestellten (3) 
übereinstimmt. *) • 



♦) Vergl. §.35 und Möbius, Theorie d. Kreis Verwandtschaft S. 532, 
Anmerkung , oder Abhandlangen d. K. S. Gesellschaft d. Wissensch. zu 
Leipzig , 1852. S, 45. 
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§. 107. 

!Rednction einesVier.ecks anfein Dreiek. Sowie die 
Gleichung AB + BC + CA-=0 der Ausgangspunkt für mehrere Re- 
lationen beliebiger Punkte einer Graden geworden ist, z. B. III. u. 
IV. in §. 4 u. 7 ; ebenso und ganz auf demselben Wege werden 
aus der entsprechenden mit complexen Abschnitten [AB] -|- [BC] 
4- [CJ] = sich nicht weniger ähnlich gebildete Eelationen zwi- 
schen complexen Abschnitten oder zwischen beliebigen Punkten 
einer Ebene ableiten lassen. So hat man demnach zwischen be- 
liebigen Punkten einer Ebene 

III. [AB] + [BC] + [CB] + ... + [MN] + [NA] = 0. 
Desgleichen gilt zwischen vier beliebigen Punkten A, B, C, B 

einer Ebene und den dadurch bestimmten Abschnitten dieEelation 

IV. [AB] [DC] + [BC] [DA] + [CA] [DB] = 0. 

Für die weitere Untersuchung der letzteren bezeichne man kurz 
durch a, b, c^a\b\ c nach Richtung und Grösse resp. die Abschnitte 
BC, CA, AB, DA, DB, DC, mit a, ß, y, a, ßf, y die Winkel 3(^a, x'^b, 
a/'c, x'^d, x*"b\ a?V. Diesen Bezeichnungen gemäss heisst zunächst 
die Gleichung IV. 

W« M«' + [*]/j '[*>' + Wy M/ = 

Da nun 

= ad (cos (a + «') + «* ^^^ (« + «')) 
ist und ebenso die beiden andern Producte umgeformt werden kön- 
nen, so giebt die Gleichung nach Trennung ihrer reellen Glieder 
von den imaginären die beiden folgenden 

ad cos {et + d) + bb' cos {ß + ß) + cc cos (y + /) = 0, 
aa' sin (a + o') + bb' sin (ß + ß) + cc sin (y -|- /) = 0, 

woraus, ebenso wie in §. 106 aus 2) die Proportion 3), hervoi^eht 
aa' : bb' : cc = sin (j3 + jS' — y — y) : sin (y -j- y' — a — d) 

:sin(cc+ a — ß — jS'). 
Sind nun f, g, h drei Grade in der Ebene, welche mit der Rich- 
tungslinie X die Winkel resp. a + «', ß-\- ß', y + y bilden und sind 
H, F, G die Durchschnitte resp. von /"und g, g und h, h und /, so 
b^-t man 

[GB]„ + «' + [HF]p + p. + [FG]^ + / = 
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und 

GH:ffF:FG = sin {ß + /5' — y — /) :5m(y + / —a—a) 

: sin (a + a — ß — /3'), 
folglich 

aa : bb' : cc = GH: HF: FG, 
oder 

X) BC.DA:CA.DB:AB,DC=GH:HF:FG, 

Da ferner nach den Voraussetzungen 

ci + a =x''a+ x'^a = a: Y, 
ß + ß^—x'^b + x'^b'^x^g^ 
so ist •■ 
(cc + a—ß—ß')—x''a — x^b +x^a—x''b'=:x''a — x^b'+x''a—x^b 

— x^f—x^g-, 
folglich nach §. 12 

^ Y = b^a + b'^-a = b'^a + b^a ; 

oder , wenn man die Seiten des Dreiecks und Vierecks nach ihren 
Endbuchstaben bezeichnet und von jedem Winkel den entgegen- 
gesetzten nimmt, 

/ GH^HF = BCCA + DjtDB = BCDB + DA^CA ; 
X 1 ebenso findet sich 
^^ \ HF'^FG = CA'' AB + DB^DC = CA'^DC + DB^AB ; 
( FG ''GH = ^^^C + DCDA = AB^DA + i>C ^^C. 

Die Beziehungen X) und f*) besagen nun Folgendes : Construirt 
man zu einem vollständigen (§. 61) Viereck ABCD ein Dreieck 
FGH y dessen Seiten die aus den Winkeln des Vierecks nach fi) be- 
stimmten Winkel mit einander bilden , so verhalten sich die Seiten 
des Dreiecks wie die Producte von je zwei gegenüberstehenden 
Seiten des vollständigen Vierecks. Es muss daher auch jedes die- 
ser Producte kleiner als die Summe der beiden andern sein, und 
mit drei Graden , deren Längen jenen drei Producten proportional 
sind, wird stets ein Dreieck construirt werden können, dessen Win- 
kel den in ii) angegebenen Winkelsummen — oder je nach dem 
Sinne , in welchem das Dreieck construirt ist, den Ergänzungen zu 
360° davon — gleich sind. 

Den Winkelausdrücken unter f*) können noch andere substi- 
tuirt werden. Nach §. 13, 3 u. 4 ist 

GH'-HF^ HG^HF+ 180° , BC^CA — CB^CA + 180° u, s, w. 

1>A''CA = AB^AC u, s. w. 
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Demgemäss können die Gleichungen fi) auch geschrieben werden 
HQ^^HF = CB^CA + DA^DB = BCBD + AD'^AC 

u. s. w. 
oder , wenn man den durch HG^HF angedeuteten Winkel nach der 
gewöhnlichen Schreibweise mit GHF (§. 18) bezeichnet und rück- 
wärts auch einen mit den üblichen drei Buchstaben genannten Win- 
kel nur in diesem Sinne auffasst : 

IGHF= BCA + ABB = CBB + BAC, ebenso 
BFG = CAB -H BBC = ACB + BBA, 
FGH = ABC + CBA = BAB + BGB. 

Weil endlich BCA = —ACB, CBB = —BBCu, s.w. ist (§. 18), 
so können statt der Ausdrücke unter ^i) auch folgende gesetzt 
werden 

iGHF= ABB — ACB = BAC—BBC, 
HFG = BBC—BAC—BBA—BCA, 
FGH = CBA— CBA = BGB— BAB. 

Die Gleichungen A), fi), f*'), ft") gelten übrigens, wie auch die 
positiven Richtungen der Seiten des vollständigen Vierecks sowie 
des Dreiecks festgesetzt werden. Denn die Gleichung II. §. 105 
schliesst die Beziehungen 2) und 3) §. 106 ganz allgemein und so 
ein', dass diese von einer besondern Ei chtung der Abschnitte in II. 
unabhängig sind, femer ist die Gleichung IV. ebenso allgemein aus 
n. abgeleitet, mithin können auch alle aus IV. nach denselben 
Principien gemachten Folgerungen, wie A) . . . |w"), keine besondere 
Voraussetzung einschliessen , nach welcher eine der beiden Rich- 
tungen einer jeden Vierecks- oder Dreiecksseite als die ausschliess- 
lich positive anzunehmen wäre. 

üebrigens kann man sich auch in eben der Weise davon 
überzeugen, wie dasselbe bezüglich der Relation 3) dargethan wor- 
den ist. 

Die Resultate X) , fi') oder fi") lassen sich wie folgt in Worte 
fassen: 

Multiplicirt man die Maasszahlen der gegenüber- 
stehenden Seiten eines vollständigen ebenenVierecks 
(A, B, C, i>), so kann man mit drei Linien, welche den drei 
Producten {AB.BC, BCDA, CA.BB) proportional sind, ein 
Dreieck {FGH) construiren. Jeder Winkel (wie H) die- 
ses Dreiecks ist dem Unterschiede der Winkel des 
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Vierecks {ADB — ACB oder DAC—DBC) gleich, unter 
welchen von den zwei Seiten {AB od er DC)^ deren Pro- 
duct der demWinkel {H) gegenüberstehenden Dreieck- 
seite (FC) proportional ist, jede vondenbeidenübrigen 
Punkten des Vierecks {AB von D und C oder DC von -(4 und B) 
aus erscheint. 

Sind daher bei einem vollständigen Viereck von 
den drei Verhältnissen zwischen den gedachten drei 
'Producten und von den drei Winkeldifferenzen — sind 
von diesen sechs Stücken irgend zwei gegeben, so kann 
man daraus die vier übrigen finden — und zwar ebenso, 
wie man bei einem Dreieck aus irgend zweien der sechs Stücke, 
nämlich der drei Verhältnisse zwischen den Seiten und der drei 
Winkel, die übrigen vier bestimmen kann. 

§. 108. 

Zusätze. 1) Bilden drei der vier Punkte etwa A, B, C ein 
gleichseitiges Dreieck, so verhalten sich die Producte der Vierecks- 
seiten, wie die Entfernungen der genannten drei Punkte vom vier- 
ten, oder wie BC^ BA, BB. Aus diesen kann also unmittelbar das 
Dreieck {GHF) construirt werden , dessen Winkel den Winkeldif- 
ferenzen ABB — AGB u. s. w. gleich sind. 

2) Liegen A, By C, B in einem Kreise und zwar C und B auf 
verschiedenen Seiten von AB, so ist nach §.2l 

ABB— AGB = 180<^; BBG—BAG = 0, GBA — GBA = 0, 
folglich nach f*") 

1) GBF =IS0\ ^)HFG = 0, S)FGH = 0. 

Jede dieser Gleichungen deutet an, dass die Punkte F, G, H 

in grader Linie liegen und zwar nach l) insbesondere, dass der 

Punkt JI zwischen F und fi sich befindet. Man hat somit auch in 

, absolutem Sinne GH + BF = FG. Substituirt man diese Eelation 

in k) , so ergiebt sich 

BG,BA+CA.BB = AB.BC, 
d. i. der Ptolemäische Satz zwischen den Seiten und Diagonalen 
eines Sehnenvierecks, in welchem nur die Diagonalen nicht die 
Seiten innerhalb des Kreises zum Durchschnitt kommen. Auf ein 
ähnliches Resultat wird man auch geführt, wenn man die Punkte C 
und B zu einerlei Seite der AB liegend annimmt. 



\ 
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§. 1 09. 

Einfache Verhältnisse zwischen complexen Ab- 
schnitten, oder complexe Verhältnisse. I) Sind A, B, C 
drei nicht in grader Linie liegende Punkte und setzt man das Ver- 
hältniss zwischen den complexen Abschnitten [AC] , [CB] 



[CB] 



X-\-i fi=z Q (cos g) + I sin g>) 



wobei Q = j/k*+fi* und f^ qp = — ist, so ergeben sich aus den vor- 

hergehenden Erörterungen für q und g) noch folgende einfache ße 
Ziehungen zur Figur ABC, 

Wenn die Richtungen AC und CB mit einer Richtungslinie x 
der Ebene die Winkel 

bilden, so ist 

[AC]_AC ^-" " 



mithin 



[CB]~Cß' ^~') "^ ^^•(-O'' 



^^ ^^'Cß "^^ ^^ ^^" ^ ^ 



AC 

wobei — ^ das absolute Längenverhältniss der Abschnitte AC und 
CB § 

CB bedeutet, in der Winkelgleichung dagegen die einmal ange- 
nommenen Richtungen der Abschnitte festzuhalten sind. Nun ist 

ß—a = x'^AC—oc^CB = CB'^AC 

= CB'-CA + n =BCA + tt = n—ACB, 
oder 

(p = 7C — ACB, 

Hiernach lasst sich das betrachtete Verhältniss zwischen com- 
plexen Abschnitten auch wie folgt umschreiben: 

j^j = ^{<^os{^-^CB) + i sin i^-ACB)) 

d.h. Das complexe Verhältniss zweier Abschnitte hat 
zumModulus das absolute Verhältniss der Abschnitte 
und zur Amplitude das Supplement (zu 180°) des von 
ihnen gebildeten Winkels. 

Andere gleichbedeutende Ausdrücke sind: 



U3 



[AC] 



=--« 

^H'- 



sACB — isinACB), 

— ACB BGA 

= -S-(-') " =-c5-(-'>"- 

Dabei sind selbstverständlich immer die Winkel als in Bogen- 

theilen eines Kreises mit dem Halbmesser = 1 ausgedrückt anza- 

nebmen. 

\AC\ 
Das Verhältniss Vp^; zwischen complexen Abschnitten soll 

{CB\ 

kiirz ein complexes Yerhältniss heissen. 

2) Sind demnach von den drei Punkten A,B, C die beiden 
ersten A und B der Lage nach, femer der Werth A + f (t = p [cos tp 



+ i 



n 9) des complexen Verhältnisses Tp^} 






für den Funkt C nach dem Vorhergehenden folgende Constmction: 

Nachdem man den positiven Sinn , in welchem die Winkel zu 

rechnen sind, beliebig festgesetzt hat (Fig. 41 a. oder 4lb.) lege man 

in A den Winkel BAF=(f) an die AB an und beschreibe einen 



Fig. 41 a. 




e und AT zur Tangente hat, theile 

iC': C'B = q:\, halbire in C" den- 

iiber welchem ein Peripheriewinkel 

p in einerlei Sinne zu nehmen ist 

reiche den Kreis zum zweiten Male 

t. 

'C" ^ C"CB nach einem bekannten 



I und2) JCjB = «— c 
igungen erfüllt sind. 
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§. HO. 

Znsatz. Nimmt man den Punkt C als einen unendlich ent- 
fernten jier Ebene in irgend welcher Richtung an, so wird der Win- 
kel ACB = oder 2«, das Verhältniss AC:CB = AC': C'B absolut 
z=h ], mithin das compleze Verhältniss 

r. , n — ACB 

[AC] AC 



[CB 



= CB^-'^ " =-•• 



\AC 
Umgekehrt kann das complexe Verhältniss ^ 



^ — I nur 



[Cß 

AC . 

bestehen , wenn q = -r^ absolut = 1 und (p = 7c — ACB=:: n also 

^CÄ=:Oist; Bedingungen, welche beide zugleich nur erfüllt 
werden , wenn C ein unendlich entfernter Punkt nach irgend wel- 
cher Richtung in der Ebene ist. Wollte man nämlich C in der 
Mitte des Abschnittes AB annehmen, wodurch zwar >4C: CJ?= 1 
sich erfüllt, so wäre doch ACB nicht =0, sondern =;t, mithin 

\AC] 
© = und p— ^ =+1. Andererseits würde, wenn Cein äusserer 
[CB\ 

Punkt der Graden AB wäre, zwar ACB = , und q>=:n sein, aber 
das Verhältniss q =AC : CB könnte dabei nicht der Einheit gleich 
werden. 

Da schliesslich bei jeder andern Lage von C im endlichen Be- 
reiche der Ebene das Verhältniss [i4C]:[C5] einen vollständig com- 
plexen Werth behält , so sind hiermit alle Fälle , in denen C unter 
der gestellten Voraussetzung nicht unendlich entfernt liegt , ausge- 
schlossen , folglich u. s. w. 

§.111. 

Complexes Doppelv erhältniss. Sind A^ B, C, D vier 
Punkte einer Ebene, von denen im Allgemeinen keine drei in einer 
Graden liegen und ist 

X-{'i fi = Q (cos g) + t sin q>) 

der Werth des Doppelverhältnisses von vier complex^n Ab- 
schnitten, oder, wie es kurz bezeichnet werde, des complexen 
Doppel verhältniss es 

[AC]\Aß\ 

[CB] • [DB] ' 
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so hat)en X und ^m oder q und (p nachstehende Beziehungen 2ur 
Figur. Sei 

t— == Q {cos q> + t *f>i 9 ), 

i^ = ^ {cos(p +tstnq> ), 

so ist Q {cos (p + i sin <jp) = -?7 fcos {q/ — g?") + « 5J>i (g?' — 9"))» ^i*" 

hin Q= ^ und g) = tp' — g>". 
9 

Nach §. 109, 1 ist aber 

, AC ,. AD 

^ ~CB' ^ ~DB' 

q/=:n — ACB, gj'=7r — ADB, 
folglich 

AC AD ^ , ,^„ ,^ , 

und 

m-- [M] = (f = ^)(- i^^B-ACB)+isin iADB-ACB)). 

Bezeichnet man auch bei dem complexen Doppelverhaltniss 

[— ^ : rfTol ^^® -^^ *^^ ^^^ getheilten Abschnitt und C und D als 

dessen imaginäre Theilungspunkte, berücksichtigt man femer, dass 
statt — 9 sich auch 2 tc — q) setzen lässt, so enthält letztere Gleichung 
folgenden Satz : 

DerModuluseinescomplexenDoppelverhältnisses 
ist das absolute Doppelverhaltniss zwischen densel- 
ben Abschnitten; die Amplitude ist das zur vollen Um- 
drehung genommene Supplement der Differenz der- 
jenigenWinkel, unter welchen der getheilte Abschnitt 
von den beiden imaginären Theilungspunkten aus er- 
scheint. 

Zusatz. Da 

[AC] [AD]_[AC\ [B^ 

[CB] '' [DB] ~ [CB] • [DA] 

ist, so hat man auch (§. 109) 

Witzschcl, neuere Geomolric. 10 
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• n—ACB M — BDA 

[AC\ {BB\_AC BD — ^r" / ,>,— ^T" 

^Y {DA]~ CB' DA-^~*> -^ ' 

_AC BD ^ 2J-^^^) 

~CBDA-^ *' 
Man kann also den Modulus auch als ein Product zweier Ver- 
hältnisse, was schon an und für sich klar ist, und die Amplitude 
als das zur vollen Umdrehung genommene Supplement einer Win- 
kelsumme darstellen. Letzteres folgt gleichfalls schon daraus, 
dass ÄDB = — BDA , folglich g> = — (ACB—ADB) = — (ACB 
+ BDA) — ^n—{ACB + BDA) ist. 

§.112. 

Symbolische Bezeichnung der complexen Doppel- 
verhältnisse, seines M^odulus und seiner Amplitude. 
Den symbolischen Bezeichnungen der reellen Doppelverhältnisse 
entsprechend möge nun 

[ABCD] das complexe Doppelverhältn. ^ßj: [^^ = [^. [^j 

und 

{ABCD) das absolute Doppelverhältn. 775 • t^b ^^ 7^ - in 

OB ÜB t/B JJA. 

andeuten, wenn die vier Punkte A, By C, Z> in einer Ebene liegen. 
Obgleich die Bezeichnung des absoluten Doppelverhältnisses oder 
des Modulus eines complexen von derjenigen eines Doppelverhält- 
nisses zwischen vier Punkten einer Graden — wobei bezüglich der 
Abschnitte das Princip der Zeichen festzuhalten ist — nicht unter- 
schieden ist; so wird doch in jedem Falle aus dem Zusammenhange 
leicht sich ergeben , mit welcher Art von Doppelverhältnissen man 
es zu thun hat. 

Die Zusammensetzung des Ausdrucks für die Amplitude eines 
complexen Doppelverhältnisses z. B. 9 = — (ACB — ADB) von 
[ABCD] , ist in leicht ersichtlicher Weise aus letzterem abzuleiten. 
Man bemerke hierzu , dass die Buchstaben A und B des getheilten 
Abschnittes in den beiden Winkelausdrücken gleichmässig in der- 
selben Ordnung als resp. erster und letzter Buchstabe vorkommen 
und dass die Buchstaben C und D der imaginären Theilungspunkte 
in derselben Reihenfolge als Scheitelbuchstaben der Winkel auf- 
treten. Hiemach lässt sich leicht aus jedem beliebigen Ausdruck 
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eines complexen Doppelverhältnisses die zugehörige Amplitude be- 
stimmen , so kann man z. B. für [MNPQ] zuerst das Schema 

aus den Buchstaben des getheilten Abschnittes MN bilden und die 
durch * bezeichneten leeren Stellen durch die Buchstaben der ima- 
ginären Theilpunkte P, Q in derselben Ordnung genommen ausfül- 
len, wodurch man für die Amplitude nach Voraussetzung des 
— Zeichens den Winkelausdruck , 

— {MPN—MQN) 
erhält. Da der Winkel schon an und für sich als eine Differenz 
angesehen werden kann, nämlich als Differenz der Richtungen sei- 
ner Schenkel, so mag vorstehende Winkeldifferenz {ACB — ADB)^ 
oder die gleichbedeutende Winkelsumme (ACB + BDÄ) auch als 
Doppelwinkel benannt und mit 

L ABCD 
oder schlechthin mit 

ABCD 
symbolisch bezeichnet werden. Bei dieser Bezeichnungsweise, welche 
einer von Herrn M ob i u s (s. Anmerk. zu§. 106) aufgestellten nachge- 
bildet ist, ist noch der eigenthümliche schon in der Mo i vre 'sehen 
Formel enthaltene Parallelismus von Rechnungsoperationen zu be- 
merken , welcher bekanntlich zwischen natürlichen Zahlen und 
zwischen deren Logarithmen besteht , so dass gewisser Maassen die 
Doppelwinkel zu den zugehörigen Doppelverhältnissen in der Bezieh- 
ung stehen, wie Logarithmen zu natürlichen Zahlen. Deutlicher ge- 
ben dieses noch nachstehende Erörterungen oder der Algorithmus 
zwischen Doppelverhältnissen und Doppelwinkeln zu erkennen. 

§. 113. 

« 
Doppelverhältnisse und Doppelwinkel derselben 

vier Punkte einer Ebene. Seien Ay B, C, D vier Punkte 
einer Ebene , von denen im Allgemeinen keine drei in einer Gra- 
den liegen , so können zunächst ebenfalls 24 complexe Doppelver- 
hältnisse zwischen den durch diese vier Punkte bestimmten sechs 
Abschnitten (den Seiten des vollständigen Vierecks) aufgestellt 
werden , wie dieses in §. 27 bezüglich vier Punkte einer Graden ^ 
geschehen ist. Zwischen diesen Doppelverhältnissen finden nun 
nachstehende Beziehungen statt : 

10* 
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l) Man hat zunächst (vergl. I. §. 27) 

I) [ABCD] = [BÄDC] — [CD AB] = [DCBA], 

Denn es ist mit Berücksichtigung von §. 104 

[AC]^\AD[_[BD\ [BC]_[CA\ [Cß] _[Dß] [DA] 

[CB] '' [DB] ~ [DA] ' [CA] ~ [AD] '' [BD] """ [BC] '' [AC] ' 

aus gleichem Grunde hat man für die Moduli 

1 a) {ABCD) =n= (BADC) = {CD AB) = {DCBA) 

und weil . * 

^ ABCD —BADC *) 

[ABCD] --= {ABCD) (—1) « ; [BADC] = {BADC) (-1) ^ 

u. s. w. 
auch für die Amplituden oder Doppelwinkel 

1 b) ABCD = BADC = CD AB = DCBA. 

Letztere Beziehung lässt sich auch, wie 1 a) unmittelbar durch 
Auflösung der Ausdrücke in die gewöhnliche Form, in nachstehen- 
der Weise darthun. 

ABCD = ACB — ADB = CA'^CB—DA^DB 

— x^CB— a^CA — a^DB + x^DA 
~ x'^DA — x'^CA — {x^DB—x'^CB) 
= AC^AD—BCBD=CAD—CBD 

= CDAB\ vergl. §. 107 ^') und ^"). 
Ferner, weil ACB = —BCA, ist 

ABCD = ACB— ADB = —BCA + BDA 

= BADC, und ebenso 
CDAB = DCBA. 
Man kann somit auch von den Beziehungen 1 a) und 1 b) aus- 
gehen und damit die Richtigkeit von I) erweisen. 

Jedes complexe Doppelverhältniss, sein Modulus 
und seineAmplitude (Doppelwinkel) bleibt also unver- 
ändert, wenn man in den, symbolischen Ausdrücken 
dieser Grössen die beiden letzten Buchstaben mit den 
beiden ersten und zwar beide entweder in derselben 
Reihenfolge oder in der entgegengesetzten mit einan- 
dervertauscht. 
2) Es ist femer 

II) [ABCD][ABDC]=zl, 

•wovon man sich ohne Weiteres durch Umsetzung der symbolischen 

♦) Wobei die Doppelwinkel wieder durch Bogen eines Kreises mit dem 
Halbmesser = 1 gemessen vorzustellen sind, vergl. 109. 
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Ausdrücke in die gewöhnlichen überzeugen kann. Hieraus oder 
aus dem gleichbedeutenden Ausdrucke 

— ABCD—ABDC 

{ABCD) (ABDC) . (— 1) ^ =1 

folgt weiter 

2 a) {ABCD) (ABDC) =: 1 ', 

^b) ABCD+ABDC = o. 

Vertauscht man also in dem symbolischen Aus- 
drucke eines complexen Doppelverhältnisses die bei- 
den letzten Buchstaben, so erhält man (wie bei reellen 
Doppel Verhältnissen) dasreciprokeDoppelverhältniss, des- 
gleichen auch den reciproken Modulus, wenn man in 
seinem Ausdrucke dasselbe vornimmt. Dieselbe Ver- 
tauschung im Ausdruck der Amplitude oder des Dop- 
pelwinkels giebt davon den entgegengesetzten Werth. 

Nach I), la), ib) findet dasselbe auch statt, wenn man die 
beiden ersten Buchstaben des betreflPenden Ausdrucks vertauscht. 
Somit ist 

1 1 • 

^^^^^^^{BACDi^lÄBDCr 

(ABCD) = ^^-^ = ^^^^^ , 

ABCD = — BACD = —ABDC-, vergl. 107 ii') ^")- 
3) Endlich hat man zwar in Folge der Beziehung 
[AB] . [CD] + [BC] [AD] + [CA] [BD] = (§. 107. IV.), 
auch die Gleichung 

III. [ABCD] + [ACBD] = 1, 

womach das complementäre complexe Doppelverhalt- 
niss ebenso wie das reelle durchVertausc^ung der bei- 
den mi tt 1 er enBuch Stäben des symbolischen Ausdrucks 
erhalten wird: doch besteht keine dem ähnliche Ab- 
hängigkeit zwischen den beiden entsprechenden Mo-, 
dulis oder absoluten Doppelverhältnissen und ebenso 
wenig zwischen den beiden zugehörigen Amplituden 
oder Doppelwinkeln. 

Denn da die Gleichung III. auf die angezogene Gleichung IV. 
in §. 107 sich stützt , so führt sie nach Einführung der zugehörigen 
Moduli und Amplituden nothwendiger Weise zu denselben Ergeb- 
nissen, welche in demselben §. aus IV. entwickelt worden sind, 
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insbesondere zu den Relationen X) ttnd ft), welche nach der mittler- 
weile aufgestellten Symbolik auch folgendennaassen ausgedrückt 

werden können: 

AB.DC:BC.DA:CA.DB:=z sin ÄBDC : sin BCDA : sin CADB 

oder 

AB, CD : BC.AD:CA.BD= sin ABCD : sin BCAD : sin CABD, 

mithin 

CA.BD sinCABD 

BCTÄD - ^"^^^'^^ — sin BCAD 

, AB. CD ,„^.„, sin ABCD 

?^^ = iCABD) = '''^^^ 
AB. CD ^ ^ sin ABCD 

und hieraus ergiebt sich unmittelbar 

3a) (ABCD) (BCAD) (CABD) = I. 

Eine entsprechende Beziehung zwischen den ebenso ausge- 
drückten Doppelwinkeln, nämlich 

3b) ABCD + BCAD + CABD = n 

ist darin enthalten, dass, wie §. 107 gezeigt worden ist, diese Dop- 
pelwinkel gleich den drei Winkeln eines Dreiecks sind, dessen Sei- 
ten den Producten AB. CD, BCAD, CA.BD proportional sind. 

Die Eelation 3 a) erweist sich auch schon dadurch als giltig, 
dass man die Ausdrücke der drei Doppelverhältnisse in die gewöhn- 
liche Form umsetzt; desgleichen 3b), wenn man die Doppelwinkel 
in die Winkelsummen, welche sie darstellen, auflösst, oder wenn 
man die Gleichungen 

ACB + BAC + CBA=: 7t 
ADB^ BDC+CDA = 

von einander abzieht. Aus 3 a) und 3 b) folgt weiter dass 

III a. [ABCD] [BCAD] [CABD] r= — 1 

ist; eine Beziehung, die wiederum unmittelbar aus I. , II., III. nach 
Analogie der in §. 29 gegebenen Ausführung gefolgert werden kann. 

§. 114. 

Zusätze. 1) Die in 3a), 3b) und III a. vorkommenden Dop- 
pelverhältnisse und Doppelwinkel gehören den durch die vier 
Pimkte A, B, C, D bestimmten drei einfachen Vierecken 
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ACBD, CBAD, BACD*) 

an , deren Seiten in der durch die Stellung der Buchstaben ange- 
deuteten Aufeinanderfolge genommen die Abschnitte oder Schenkel 
zu den obigen Doppelverhältnissen und Doppelwinkeln liefern. So- 
mit sind zwar nach 1 a) , Ib) imd 2 a), 2 b) die Doppelverhältnisse 
und Doppelwinkel, welche zu einem und demselben Viereck gehö- 
ren ^ an eine Belation gebunden, indem sie entweder gleich sind, 
oder in reciproker Beziehung (resp. supplementärer B. zu 2 je) 
stehen; dagegen sind zwei Ausdrücke, welche zwei verschiedenen 
Vierecken angehören, nur in complexer Form (nach III.) von ein- 
ander abhängig darzustellen. Unabhängig aber bleiben von ein- 
ander die Ausdrücke je zweier absoluter Doppelverhältnisse oder 
Doppelwinkel, die zwei verschiedenen Vierecken angehören. Erst 
drei Ausdrücke , von denen jeder einem andern einfachen Vierecke 
zugehört, sind durch die Relationen 3a), db) mit einander verbun- 
den, so dass jeder Ausdruck eine Funktion von zwei den beiden ^ 
übrigen Vierecken zugehörigen Ausdrücken ist. 

Uebrigens ist leicht zu erkennen , dass mit Hülfe der Bezieh- 
ungen 3), 3 a), 3b) aus irgend zwei unabhängigen Doppelverhält- 
nissen oder Doppelwinkeln oder aus einem Doppelverhältnisse und 
einem Doppelwinkel jedes andere Doppelverhältniss und jeder 
Doppelwinkel berechnet werden kann. 

2) Noch sei einer bemerkenswerthen Eelation zwischen den 
Winkeln je zweier gegenüberliegenden Seilen des durch die vier 
Punkte A, B, C, D bestimmten vollständigen Vierecks hier ge- 
dacht, womit auch die in §. 100 angegebenen involutorischen 
Beziehungen am vollständigen Viereck und Vierseit eine 
Ergänzung und Verallgemeinerung erhalten. Man hat allgemein 
im Dreieck BDCy BD : DC = sin BCD : sin DBC 
„ „ CDA , CD:DA== sin CAD : sin DCA 
„ „ ADB, AD: DB =^ sin ABB: sin D AB, 
wobei nach den Bemerkungen von §. 106 der positive Sinn, nach 
welchem die Winkel zu nehmen sind ganz unabhängig von der po- 
sitiven Richtung des Zuges bleibt, in welcher man die Seiten jedes 
Dreiecks durchläuft. Wie aber auch der Sinn der Winkel und die 



*) Die man erhält , wenn man den cycliBchen Folgen von dreien der 
Punkte, z. B. AGB, CBA, BAC den vierten D an ein und derselben Stelle 
hinaofügt ; vergl. §. 29 Anmerk, 



1 
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Richtung der Seiten in jedem Dreieck angenommen wird, so bleibt 
doch immer das Verhältniss der Sinusse der genannten Winkel ei- 
nes jeden Dreiecks positiv , wenn alle sechs Winkel nach einerlei 
Sinn beurtheilt werden. Man hat somit 

sifi B CD . sin CAD . sin ABD _ 
sinDBC.sinDCA . sin DAB ~ 

oder , weil BCD = CB^CD = 180° + BC^CD u. s. w. ist 

sin BC^CD , sin CA'^AD . sin AB^BD _ 

sin BD^BC . sin CD^CA . sin AD^AB ~ 

Bezeichnet man noch 

BC, CA, AB, AD, BD, CD kurz mit 

a, h, c, a , b\ c 

wobei a und a, b und b\ c und c bei jeder Lage der Punkte A, B, 

Q^ ^ gegenüberliegende Seiten des vollständigen Vierecks sind , so 

hat man endlich für letztere Gleichung den Ausdruck 
» 

sin ol^c sin b'^a sin c^'b' 

sin c b sin a c stn b a 
oder sin {abc, cab') = — 1 . ^ 

d.i. die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks 
liegen involutorisch, dergestalt, dass je zwei gegen- 
überliegen deSeiten zwei einander zugeordnete Grade 
sind*). 

Legt man somit durch einen Punkt der Ebene sechs Strahlen, 
welche den sechs Seiten eines vollständigen Vierecks parallel sind, 
so erhält man ein involutorisches Strahlenbüschel. 



*) Zu diesiem Satze ergiebt sich auf demselben Wege ein entsprechen- 
der für das vollständige Vierseit. Sind a, b, c,d vier Grade einer 
Ebene , von denen im Allgemeinen keine drei durch einen Punkt zugleich 
gehen, so ist mit Benutzung der S. 12 bemerkten Bezeichnungen: 

sin b^d : sin d^c = bcd : dbc 
sin c^d : sin d^a = cad : dca 
sin a^d : sin d^b = abd : dtib, 
mithin 

bcd . cad . abd _ 

dbc . dca . dab • 

oder wenn man die Durchschnittspunkte 

b'c, Ca, ab, cd, a'd, b'd kurz durch 
A, B, C, G', A\ B' 
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Hieraus folgt nach §. 89 , 2. : 

Stehen zwei Paare von Gegenseiten des vollstän- 
digenVierecks auf einander senkrecht, so stehen auch 
die beiden übrigen Gegenseiten auf einander senk- 
recht. Dieser Satz ist gleichbedeutend mit folgendem bekannten : 

In einem Dreieck gehen die drei Perpendikel von 
den Ecken auf die Gegenseiten durch einen und den- 
selben Punkt. 

§.115. 

Complexe Doppelverhältnisse bei fünf und meh- 
rern Punkten einer Ebene. Die in §. $1 aufgestellten Rela- 
tionen bezüglich der Doppelverhältnisse zwischen fünf Punkten 
einer Graden laissen sich gemäss §.111 ohne Weiteres auch auf die 
entsprechenden complexen Doppelverhältnisse zwischen fünf Punk- 
ten einer Ebene übertragen. Hieraus geht ferner ein gleiches Ver- 
fahren hervor, bei einem System von fünf Punkten einer Ebene aus 
zwei complexen Doppelverhältnissen , welche drei Punkte gemein- 
schaftlich haben, einen derselben zu eliminiren und jedes zwischen 
den übrigen vier Punkten bestehende complexe Doppelverhältniss 
zu bestimmen. Damit ist auch folgender, dem in §.32 aufgestell- 
ten entsprechende Satij begründet: 

Sind al-lgemein bei einem System von n Punkten 
einer Ebene n — 3 von einander unabhängige complexe 
Doppelverhältnisse gegeben, so lassen sich daraus 
alle übrigen bestimmen. 

Da nun jedes complexe Doppelverhältniss zwischen vier Punk- 
ten der Ebene nicht blos durch das gleichlautende absolute oder 

also die Abschnitte 

bcdf cadj ahd^ dbc, dca, dab 
AC\ BA\ CB\ B'A, C'B, A'C 



bezeichnet : 



AC BA' CB' __ 



C'B' A'C' B'A 
oder (ABC, C'A'B') = --l; 

d. i. die sechs Eckpunkte des vollständigen Vier scits liegen 
involutorisch inderEbene dergestalt, dass immer zwei ge- 
genüberliegende ein zugeordnetes Punktepaar bilden. (Satz 
des Ptolemäus oder vielmehr Menelaus in Bezug auf einOreieck, dass von 
einer Transversale geschnitten wird; das Weitere über Involution von 
Punkten einer Ebene s. unten §. 126 u. folg.) 
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den Modulus und. durch den zugehörigen Doppelwinkel gegeben 
ist, sondern nach vorhergehenden §. auch durch irgend zwei von 
einander unabhängige absolute Doppelverhältnisse, oder Doppel- 
winkel , oder durch irgend ein Doppelverhältniss und einen 
Doppelwinkel, welche zwischen denselben vier Punkten aufgestellt 
werden können und von einander unabhängig sind : so können die 
n — 3 complexen Doppelverhältnisse auch durch 2 (n — 3) von ein- 
ander Uliabhängige Elemente (Quatemionen) vertreten werden, 
welche theils absolute Doppelverhältnisse, theils Doppel winkel sein 
können. Nennt man nach Möbius die absoluten Doppelverhält- 
nisse und die Doppelwinkel zwischen vier Punkten gemeinschaft- 
lich Quatemionen, so lässt sich der vorhergehende Satz auch 
in folgender Weise allgemeiner ausdrücken: 

Sind von n Punkten einer Ebene 2« — 6 voneinan- 
der unabhängige Quatemionen gegeben, so sind alle 
übrigen Quatemionen bestimmte Funktionen der ge- 
gebenen. 

Daher muss bei einem Systeme von n Punkten einer Ebene 
zwischen 2 ;t — 5 Quatemionen* wenigstens eine Gleichung bestehen, 
welche die Abhängigkeit einer dieser Quatemionen von den übrigen 
2« — 6 ausdrückt , und zwar nur eine Gleichung, wenn je 2/i — 6 
aller gegebenen 2 n — 5 Quatemionen von einander unabhän- 
gig sind. 

Ist « = 4 , so müssen zwei Quatemionen gegeben sein , die 
auch nach §. 113 und 114 zur Bestimmung der übrigen hinreichen. 
Die Gleichungen zwischen drei Quatemionen bei vier Punkten sind 
eben die daselbst unter 3), 3 a), 3b) aufgestellten. 

Ist n = 5, so sind zur Bestimmung aller übrigen Quatemionen 
vier unabhängige nöthig. Zwischen 5 Doppel winkeln oder 5 abso- 
luten Doppelverhältnissen wird daher immer eine Gleichung be- 
stehen. 

§.116. 

Zurückführung eines complexen Doppel Verhältnis- 
ses auf ein einfaches und umgekehrt. 

Setzt man für das complexe Doppelverhältniss [ABCB] = 
Q {cos g) + 1 sin qqj den Punkt JD als einen unendlich entfernten vor- 
aus, so reducirt sich das Doppelverhältniss gemäss §. 110 auf das 
ei»fa.che 
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oder LJ = ^ (co5 g?' + 1 sin (p) , 

wobei qp' = TT + (p gesetzt ist. Hieraus ergiebt sich weiter der Mo- 
dulus Q == AC : CB und der Winkel ACB =sn — qp' = — ^ womit 
das Dreieck ACB vollständig bestimmt ist. 

Umgekehrt kann ein complexes Verhaltniss [AC]:[CB] dreier 
Punkte der Ebene immer durch ein complexes Doppelverhältniss 
[ABCD] mit demselben Modulus wiedergegeben werden, dessen 
Doppelwinkel ABCD dem einfachen Winkel ACB einstimmig gleich 
ist, oder dessen Amplitude die des einfachen Verhaltniss es um eine 
positive oder negative halbe Umdrehung übertrifft , und wobei zu- 
nächst der Punkt D als ein unendlich ferner in der Ebene voraus- 
gesetzt ist. Es ist aber nach den vorhergehenden Erörterungen 
klar, dass dem Doppelverhältniss [ABCD] ein anderes [ABC'D'] von 
demselben Werthe substituirt werden kann, in welchem keiner der 
vier Punkte ein unendlich entfernter der Ebene ist, und welches 
demzufolge denselben Modulus und denselben Doppelwinkel wie 
jenes hat. 

Man kann somit das einfache complexe Verhaltniss [^C]:[(7P] 
stets durch ein gleichwerthiges complexes Doppelverhältnisses 
[ABC'D"\ ersetzen, dessen Modulus {ABC'D') dem absoluten Ver- 
hältnisse {AC) : {CB) und dessen Doppelwinkel ABC' D' dem einfachen 
Winkel ACB gleich ist. Hieraus folgt weiter, dass eine allgemeine 
Kelation zwischen Punkten und geradlinigen Abschnitten in einer 
Ebene, in welcher nur einfache Verhältnisse und Winkel vorkom- 
men , durch Einführung eines unendlich fernen Punktes der Ebene 
in eine Relation mit Doppelverhältnissen und Doppelwinkeln ver- 
wandelt werden kann, die aber auch ebenso allgemein giltig bleibt, 
wenn der eingeführte Punkt als ein endlicher der Ebene betrach- 
tet wird. Mit andern Worten das in §. 40 entwickelte Princip 
zwischen Verhältnissen von Abschnitten einer Graden lässt sich 
auch auf complexe Verhältnisse von Abschnitten zwischen Punkten 
einer Ebene , sowie auf die Moduli und einfachen wie Doppelwin- 
kel derselben ausdehnen. Da ferner diese Schlussfolgerungen mit 
derselben Evidenz sich auch rückwärts machen lassen, so geht dar- 
aus hervor, dass eine Relation von Doppelverhältnissen oder Dop- 
pelwinkeln zwischen Punkten einer Ebene dadurch, dass maqi einen 
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Punkt als den unendlich fernen annimmt, in eine entsprechende 
Belation von einfachen und Doppelverhältnissen oder Doppelwin- 
keln verwandelt werden kann , bei welcher ein Punkt weniger 
vorkommt. Diejenigen Doppelverhältnisse oder Doppelwinkel , iu 
denen der als unendlich entfernt gesetzte Punkt vorkommt , gehen 
unmittelbar in einfache Verhältnisse oder Winkel über, die übrigen 
Doppelverhältnisse und Doppelwinkel können durch entsprechende 
Zerlegung als einfache dargestellt werden. Folgende Beispiele 
werden das Gesagte erläutern. 

1) In derselben Weise wie §.40 2) kann aus der Eelation 
[AB] + [BC] + [CJ\ = 0, oder 

,-_t^_[^J 
[CB] [BC] 

die Gleichung 

[AC]^[AD][AB][A^ 

[CB] ' [DB] "^ [BC] ' [DC] ' 
oder 

1 = [ABC'D'] + [ÄC'BD'] 
hergeleitet werden, wobei zunächst D den unendlich fernen Punkt 
der Ebene , sodann D' und C' irgend wie endlich gelegene Punkte 
darstellen. 

2) Umgekehrt folgt aus der letztern Gleichung, wenn man den 
Punkt D' als den unendlich fernen der Ebene annimmt 

[CB] [BC] 



— ^ {cos ACB— i sin ACE) + ^ {cos ABC— i sin ABC), 
CB BC 



mithin 



ÄC AB 

— sin ACB + — sin ABC = 0, 



oder 

AB:CA = sin ACB : sin CBA. 
H^nn iBt {ABC' J)') = AC:CB und {AC'BD') — AB:BC, ferner 
ABC'B' ~ ACB und AC'BJD' = ABC, oder C'ABB' = CBA, mithin 
auch 

AB . C'i>' : Ca . BD' = sin ABC'D' : sin C'ABD' 
d. i. eine der unter 3) in §. 103 bemerkten Eelationen , womit auch 
die in §. 98 erörterte Reduction eines Vierecks auf ein Dreieck aus- 
gedi'üc]$t ist, (Vergl. auch §. 113, 3.) 
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3) Setzt man dabei bezüglich der Abschnitte AB^ BC^ CA und 
ihrer Richtungen besondere Beziehungen voraus , so werden die- 
selben und die daraus fliessenden Folgerungen durch Hinzunahme 
eines vierten Punktes i> auf eine besondere Art von Vierecken über- 
tragen. Wird z. B. das Dreieck ABC bei C rechtwinklig angenom- 
men, oder ist {CAiABy+ {CB:BAy = 1, so geht zunächst der mit 
der Voraussetzung gegebene einfache rechte Winkel ACB in den 

Doppelwinkel ABCD =z -— und die im pythagorischen Lehrsatz lie- 

du 

gende Folgerung in 

{CBADy + {CABBY = }, 



oder AC^ . BD^ + BA^.BC*=:= AB". CB* 

über ; ein Satz , der auch noch weiter unten nach andern Betracht- 
ungen sich ergeben wird , und dessen nahe Beziehung zum pytha- 
gorischen hieraus ersichtlich ist. 

4) Setzt man dagegen den Winkel ACB des Dreiecks gleich 
einem gestreckten voraus ist , also mit Beobachtung der Zeichen 
AC+CB = AB und {CA:AB) + {CB:BA)= — l, so wird durch 
Hinzunahme eines vierten Punktes zunächst der Doppelwinkel 
ABCB = TT d. h. die vier Punkte A^ C, B^ B liegen in der geliannten 
Folge in der Peripherie eines Kreises §. 21 ; sodann weil für einen 
unendlich fernen Punkt B (CB : BB) = {CB : BA) = — 1 ist , aus 
{CA:AB) + {CB:BA) — —l 

{CBAB) + {CABB) = i, 

oder AC,BB + BA,BC=AB.CB, 

d. i. der ptolemaische Satz; vergl. §. 103 und unten §. 150. 

§. 117. 

Aufgabe. Die Bemerkungen des vorstehenden §. begrün- 
den zugleich ein allgemeines Verfahren zu Lösung der aus §.115 
fliessenden Aufgabe : 

Aus irgend 2w — 6 von einander unabhängigen Qna- 
ternionen (absoluten Doppelverhältnissen oder Doppelwinkeln) 
eines Systemes von n Punkten A, B^C^. , ,LM einerEbene 
irgendeine (2w — 5)te Quaternion desselben zu finden, 
oder die zwischen In — 5 Quaternionen desselben 
Systemes bestehende Relation aufzustellen. 

1) In jeder von den 2w — 5 Quaternionen, welche einen belie- 
big gewählten Punkt des Systems, z. B. M^ enthält, bringe man 
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denselben, wenn er nicht schon der letzte ist, nach §. 113 la), Ib) 
in die vierte Stelle, lasse ihn hierauf weg und verwandle somit jede 
betieflfende Quatemion in ein Temion, d. h. jedes Doppelverhält- 
niss wie {ABCM) in ein einfaches AC : CB und jeden Doppelwinkel 
ABCM in einen einfachen ACB. 

2) Jede (Juaternion, in der M nicht vorkommt, sSferlege man in 
zwei Temionen, z. B. {ABCD) in {AC:CB):(AD:DB) = (ACiCB) 
{BD: DA) und ABCB in ACB— ABB = ACB + BD A. 

3) Man suche die Kelation, welche bei dem Systeme von n — I 
Punkten A, B , C , , . L zwischen den 2n — 5 theils in Temionen 
verwandelten, theils durch solche ausgedrückten Quatemionen be- 
steht. Dieselbe Beziehung wird auch zwischen den 2« — 5 gebil- 
deten Quaternionen in dem Systeme der n Punkte A^B . , , L^M 
stattfinden*). 

Ein Beispiel hierzu für den kleinsten Werth von n {= 4) bie- 
tet das dem Ende des vorhergehenden §. beigefügte dar. 

Für n = 5 wird 2n — 5 = 5; bei einem Systeme von 5 Punk- 
ten A^ Bj C, D, E wird somit zwischen 5 Quaternionen wenigstens 
eine Relation- bestehen und diese mag im Folgenden zwischen den 
fünf Doppelwinkeln ABCD= «, BCD£=ß, CDEA= y, DE AB = 6, 
EABC = € aufgesucht werden. 

Setzt man den Punkt E als einen unendlich entfernten und be- 
zeichnet die Richtungen der durch die übrigen vier Punkte A^ 5, 
C, D bestimmten Graden, nämlich 

AB, BC, CA, AD, BD, CD kurz mit 
c, a, b, a , b , c 
so lassen sich zunächst obige Doppelwinkel wie folgt ausdrücken: 
ABCD == ACB + BDA = CA'^CB + DB^'DA = b^a + ft'^a^ + n = tt, 
BCDE == BDC = DB'DC = b'^c = ß, 
CDEA = DCAE — DAG — AD^'AC = a'^b + tu = y, 
DE AB — ABDE= ABB = DA'' DB — a%' = ö, 
EABC = CBAE = GAB — ACUB = ft V + tt = f . 

Nun besteht zwischen den Winkeln , welche zwei gegenüber- 
liegende Seiten eines vollständigen Vierecks bilden nach §. 114, 2) 
die Involutionsgleichung 

sin a'^c . sin b^a . sin c'^6'+ sin c'^b . sin d^c . sin b'^a = 0. 

Drückt man die hierin vorkommenden sechs Winkel als Funk- 



*)'Möbius, KreiBverwandtschaft. §.41. 
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tionen (Aggregate) der gegebenen a, ß etc. aus, so hat man die un- 
ter 3) der obigen Eegeln bezeichnete Relation. Es ist aber 

aV = a^6 + 6 V + a'^ft'+ 6'"c' = 7C— a + 7t—y + ß= — {a—ß+y) > 

c^b' = c% + 6V + a ^6.' = n — z + 7i—y{'6 = — (y — ^ + 0» 

a'^c = a'''^ -f 6V = y — n; + e — n; = (y + f), 

ft'''« = b'^'a+a'^b + fe^'a = a — TC+y — jr = (a + y). 

Somit erhält obige Gleichung , als Funktion zon a^ ß . , , aus- 
gedrückt, die Form 

sin (a — ß + y) *m y 5in (y — 3 + c) + 5in (j5 — y + ä) Wn (y + b) 

sin (a + y) = 
oder mit Hilfe der goniometrischen Formel 

4 sin X sin y sin z = sin (x +y — z) + sin (y + z — x) + sin (z + ix: — y) 

— sin {x + y + z) 
die symmetrische Gestalt: 

sin {oc+ ß — y + ö — B)'{-sin (ß + y — S + e — a) 
+ sin{y + d—B + a—ß) + sin {8 + b —a + ß—y) 
+ sin{g + a — ß +y — ö)=sin{a'+ß + y + ö+ «). 

Die analoge Aufgabe , eine Belation zwischen den fünf Dop- 
pelverhältnissen 

(ABCD), {BCDE), (CDEÄ), (BEAB), {EABC) . 
zu finden, lässt folgende Lösung zu. 

Dadurch, dass der Punkt E wieder als ein unendlich femer 
der Ebene angenommen wird , reduciren sich die vier letzten Dop- 
pelverhältnisse auf die einfachen 

BDiDC, DAiÄC, AD, DB, CAiAB, 

in denen, sowie in dem erstgenannten Doppelverhältnisse die sechs 
Seiten eines vollständigen Vierecks vorkommen. Eine Relation 
zwischen denselben wird daher auch zu der gesuchten zwischen 
den bezeichneten einfachen und Doppelverhältnissen führen. Be- 
zeichnet man die Seiten des Vierecks 

ABj BCj CA, AD, BD, CD der Reihe nach mit 

KÄ, rr. vg, vr. vg. n' 

so besteht zwischen diesen die Gleichung 
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0= ff'(g+9+f' + h'-f-n 

+ gg'{h + h'-\.f+r—g—g) . 
+ hh'(f+f+g+g—h—h') 
—fgh-fgh'—f'gh'—fg'h*) 

welcher man auch nachstehende Form geben kann 

0= ffig+h—n+gg'ih + f-g) +hh'(f+g — h) 

+ fiT-g) (Ä'-n +g iß'-h') (f-g) 

+ k(h'-f)(g'-h')-fgh. 
Setzt man nun die gegebenen Verhältnisse {ABCD)^{BCDE)^- 

BD :DC etc. resp. = p» p^» 7^» p^» J^' ^^ ergiebtsich 

hh h 9 9 ^' 

und hieraus 

h~cg\ h' = dg\ fz=zceg\ f' =: bdg\ g = acdg. 

Substituirt man diese Werthe für Ä, Ä'etc. in obiger Gleichung, 

wobei .man g' als gemeinschaf liehen Faktor = 1 setzen kann, imd 

dividirt noch cd heraus, so erhält man schliesslich 

0= 1 — a — b — c — d — e + ac + bd+ ce + da + eb 

+ (l—a) acd + {[ —b) bde + (1 — c)cea + (l — d) dab 

+ (1 — e) ebc + abcdc ; 

eine Formel, deren Bildungsgesetz leicht zu erkennen ist und welche 

die gesuchte Relation zwischen a^h. . , oder zwischen den recipro- 

ken Quadraten der vorgelegten Doppelverhältnisse , d. i. zwischen 

{ABDCy, {BCEDy, . . etc. ausdrückt. 

§.118. 

Con'struction des vierten Punktes eines complexen 

Doppelverhältnisses, wenn drei Punkte und der Wer th 

desselben gegeben sind. Es seien von dem complexen Dop- 

pelverhältuiss [ABCD] z=X-{-t^ die drei Punkte A, B , C der Lage 

nach, sowie die Werthe von X und fi gegeben. Setzt man >l + »,u 

*) Ist der Ausdruck der rechten Seite dieser Gleichung einem endlichen 
Werthe gleich, so ist dieser dasQuadrat des 12fachenyolumens einerPyramidc, 
deren 6 Kanten yf, Vg . . sind. Bedeuten nämlich /, »i, n die Cosinus der Winkel 
je zweier der Kanten Vf^ Vg\ VK und V das Volumen der Pyramide, so ist 

36r« = /'y//(l — /2 — ;«« — n« + 2/ot«); 
substituirt man darin für /,ot, « die Werthe 

(f^g'^k):'iyfg, (g'-{-h'-f)'2y9h\ {h' •{• r - ff) - '^ VW> 
so erhält man obigen Ausdruck für 144 f^*, der = ist, wenn A^ B, C, D in 
einer Ebene liegen. 
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=: Q {cos qp + « 5m g)) , so lasst sich nach Festsetzung einer Linien- 
einheit sowohl Q wie q> leicht construiren (103). Dieses vorausge- 
setzt hat man nun 

1^'m^^' ^C^ — ^i>^=-.(p = 27r — (jp. (§.111.) 

Man beschreibe demnach um ABC einen Kreis iüf, lege an den- 
selben von A aus eine Tangente AT nach derjenigen der beiden 
möglichen Richtungen, dass, nachdem man den positiven Drehungs- 
sinn für alle Winkel der Figur beliebig festgesetzt hat, der Winkel 
BAT-= — ACB ist. (In Fig. 42 a. ist der positive Drehungssinn von 
rechts nach links und HomiiACB ein hohler Winkel, inFig.42b. ent- 
gegengesetzt und ACB ein erhabener Winkel.) An AT lege man 



Fig. 42 a. u. 42 b. 




[/ T 



in derselben negativen Richtung den Winkel TAÜ= — q) und be- 
schreibe einen zweiten Kreis (iV, oderiVg), der ^f/^ zur Tangente 
hat und ebenfalls durch A und J?geht, Derjenige Bogen ^-ß die- 
ses Kreises, welcher mit derTangente AU nicht auf einerlei Seite 
der Sehne AB liegt, ist dann der Ort des Sieheitelpunktes D vom 
Winkel ABB =^ ACB + (p, Halbirt man nun den Winkel ACB durch 
die CC\ so trifift diese Grade die AB in C' so, dass AC' : C'B = 
AC: CB ist , ebenso würde , wenn D schon bestimmt wäre , die Hal- 
birungslinie DD' des Winkels ADB die AB in D' nach dem Verhält- 
niss AD'-. D'B = AD\DB theilen. Bestimmt man also in der Gra- 
den AB zu den Punkten A^ J5, C' einen vierten Punkt D' so , dass 
(ABC'D'^ dem gegebenen (hier stets positiven oder absoluten) Ver- 
hältniss p gleich wird, halbirt denjenigen Bogen AB des zweiten 
Kreises iV^, oder iVj? welcher mit^^ auf einerlei Seite der AB liegt 

Witzschel , neuere Geometrie. 1 1 
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(nicht der Ort von D ist) , in dem Punkte 2>" und zieht die Grade 
D"D\ so schneidet diese den Kreis iV, oder iV, zym zweiten Male 
in dem gesuchten Punkte D^ oder D,. *) 

§. 119. 

Zusätze und Folgerungen. 1) Als Ort des Punktes 2) 
(2>, oder D,) lässt sich ausser dem Kreise iV, (Fig. 42 a.) oder iV, 
(Fig. 42 b.) noch der über DE als Durchmesser beschriebene Kreis 
angeben, wobei E der zu />' zugeordnete vierte harmonische Punkt 
zu Ay -ß, D' ist (vergl. §.46). 

2) Da somit der Ort von D einerseits ein Kreisbogen ist, der 
einen bestimmten Winkel {ACB + q>) fasst, oder durch den Doppel- 
winkel ABCD bestimmt wird, andererseits ein Kreis ist, welcher die 
AB in />' und E harmonisch theilt , wobei />' nur von dem Doppel- 
verhältniss {ABCD) abhängig ist : so folgt hieraus, dass D auch durch 
zwei von einander unabhängige Doppelwinkel oder durch zwei von 
einander unabhängige Doppelverhältnisse allein bestimmt ist. Im 
letztem Falle sind die beiden Punkte D^ und Z>, die Durchschnitte 
der beiden durch die Doppelverhältnisse bestimmten Kreise. Wenn 
also zwei von den in 3 a) oder 3 b) des vorhergehenden §. aufge- 
stellten drei Doppelverhältnissen oder drei Doppelwinkeln — wenn 
von diQsen 6 Stücken irgend zwei gegeben sind, so 
lässt sich immer zu dreien der Punkte i^,-ß,C,2>der vierte 
durch Construction finden (man vergl. §. 114). 

§. 120. 

Besondere Fälle. Die Punkte und Abschnitte eines com- 
plexen Doppelverhältnisses [ABCD] = X +i f* = ^ {pos 9? + 1 sin g>) 
erhalten durch partikuläre Werthe von q und q> noch besondere 
Lagen- und Maassverhältnisse, die also auch durch bestimmte Werthe 
des Doppelverhältnisses besonders charakterisirt sind. 

1) Ist g) = — , also [ABCD] = t^ = tj», so fallen die beiden 

Kreise iV, und iV, (Fig. 42) , welche durch entgegengesetzte An- 
nahme des Drehungssinnes der Winkel erhalten werden, auf einan 



*) Wird in dem Nächstfolgenden vom Punkte D ohne weitere Bezeich- 
nung gesprochen, so sollen damit immer die beiden Punkte Dt , D^ zugleich 
gemeint sein« 
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der , die Punkte /), und />, , welche den gegebenen Bedingungen 
entsprebhen, liegen zu beiden Seiten der AB und werden durch das 
Doppelverhältniss oder denModulus 9 = f* in derselben Weise, wie 
vorher bestimmt. (Fig. 43.) 



Fig. 43. 




Ein Gleiches findet statt, 
wenn (p=z^7i = — ^;r, oder 
[ABCD] = — ifi ist, indem nur 
J9, und 2)2 il^^^® Lagen im Kreise 
N vertauschen. 

In beiden Fällen wird durch 
die vier Punkte A^ 6', B, D in 
derselben Reihenfolge genom- 
men ein (einfaches) Viereck 
ACBD^ oder ACBD^ (Fig. 43) be- 
stimmt, dessen gegenüberliegende Winkel ^C^ und 5i>^ ebenso Ci?i) 
und DAC sich je nach dem angenommenen Drehungssinne zu einem 
positiven oder negativen Rechten ergänzen. Denn aus der Voraus- 
setzung [ABCD] = ±iQy folgt ABDC = CDBA = + ^ oder ABB 

m 

7t 

•\'BCA = CBB.+ DAC =+---. Dergleichen Vierecke besitzen eine 

merkwürdige Eigenschaft bezüglich ihrer Seiten und Diagonalen. 
Nach §. 113 ist [ABCD] + [ACBD] = I , folglich [ACBD] = 1 + t> 

= q' {cos ip + i sin 9), wobei 9' = j^l + 9* und igg>== + Q ist. Weil 
also 



so ist 



oder 



und 



Q = {ABCD) und q=}/i + q^ = {ACBD), 
{ACBDf — {ABCOy = Q^ — Q^—\, 



AB^. CP'—ACK BD*= BC^.DA^, 



AB^ . CD^ = AC^ .BD^+DAK BC\ 
l = (ACDBy + {ADCB)\ 
d. i. Die Summe der Producte aus den Quadraten der 
gegenüberliegenden Seiten ist gleich dem Producte 
aus den Quadraten der Diagonalen; ein wohl von Herrn 
M ö b i u s *) zuerst aufgestellter Satz , der dem pythagorischen für 



*) Kreisverwandtschaft. §. 47, 4. 



11* 
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das rechtwinklige Dreieck entspricht und auch in nähere Beziehung 
damit gebracht werden kann, s. o. §. 116, 3. 

Giebt man demModulus q oder fi noch denWerth = l , oder ist 
[ABCD] = + j/ — 1 , so fallen die Punkte C und D' zusammen und 
es ist AC:CB = AB'.DB, oder die Producte der gegenüberliegen- 
den Seiten des einfachen Vierecks ACBD^ oder ACBD^ sind einan- 
der gleich , mithin das Product aus den Quadraten der Diagonalen 
doppelt so gross, als das Product aus den Quadraten zweier gegen- 
überliegender Seiten. 

2) Ist cp = , mithin [ABCÜ\ = qz=1^ so fallen die beiden 
Kreise iV, und iVj mit M zusammen, die vier Punkte liegen in der 
Peripherie eines Kreises (3/) und zwar D mit C auf derselben Sejte 
von AB. (§. 21.) 

Wenn dagegen q>z=n, oder [ABCD] = — X ist, so findet das- 
selbe wie im vorigen Falle statt, nur liegt D mitC auf entgegenge- 
setzten Seiten von AB. 

In beiden Fällen hat man bezüglich der Seiten undDiagonalen 
des einf ach en Vierecks ^C5i> die Relation, welche der ptolemäische 
Satz ausdrückt, und die dem Seitenverhältnisse eines Dreiecks ent- 
spricht, in welchem zwei Winkel =0, der dritte = n ist. (S. 
§.108,2). 

Wollte man zugleich gp = 0, und q oder A. = 1 voraussetzen, 
so müsste der Punkt 2>' mit C' also auch D mit C zusammenfallen ; 
es kann mithin der Werth eines complexen Doppelverhältnisses 
ebenso wenig wie der eines reellen (s. §. 26) der positiven Einheit 
gleich kommen. 

Dagegen können die Bedingungen g) = n und ^ = 1, welche 
aus der Voraussetzung [ABCD] = — 1 hervorgehen , wohl neben 
einander bestehen; die Punktet, B, C, //liegen dann in einer Kreis - 
Peripherie und zwar C und D auf verschiedenen Seiten der Grraden 
AB nach §. 21, weil ACB —ADB = + n; ist. Bezüglich der Seiten 
des einfachen Vierecks ACBD hat man AC.DB= CB.DA oder das 
absolute Doppelverhältniss {ABCD) = 1. Sowie nun das reelle 
Doppelverhältniss {ABCD) = — I zwischen vier Punkten einer 
Graden ein harmonisches genannt wird, ebenso soll auch das com- 
plexe Doppelverhältniss [ABCD] = — 1 ein harmonisches heissen, 
und die vier Punkte A, B, C, D einer Ebene sollen als in harmo- 
nischer Lage befindlich bezeichnet werden. Das'^ähere hier- 
über im folgenden §. 
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3) Liegt der Punkt C mit A und B in einer Qraden , oder ist 
ACB == TT, oder =0 je nachdem C ein innerer oder äusserer Punkt 
der Graden AB ist, so hat man, wenn allgemein [ABCD] = q (cos q> 
+ i sin <p) ist , für die Lage des Punktes B die Bedingungen ABB 
= ^ + g) und absolut q = {ABCB')z= (ABCB) im ersten Falle, oder 
ABB = q> und absolut q = {ABC'B') = (ABCB) im zweiten , wobei 
C' der vierte harmonische Punkt zu A, B, C auf der Graden AB ist. 

Wird dabei auch g) = n gesetzt, so hat man [ABCB] = (ABCB) 
= — ^ , und im ersten Falle ABB = 2 tt == , also B als einen 
äusseren Punkt der Graden AB^ ^m andern Falle ABB = tt, mithin 
Dals einen innern Punkt der Graden, was mit dem negativen Werthe 
des somit reellen Doppelverhältnisses übereinstimmt. 

Umgekehrt gestaltet sich die Lage von B in beiden Fällen, 
wenn 9 = 0, also [ABCD] = (ABCB) = q vorausgesetzt wird. 

Endlich geht das Doppelverhältniss in das reelle harmonische 
zwischen vier Punkten einer Graden über , wenn noch dazu () =3 1 
angenommen wird, wobei jedoch mit ACB = n nur cp = 0, und mit 
ACB == nur q) = 7t gleichzeitig vorausgesetzt werden kann. (§.44.) 

§. 121. 

Harmonische Lage von vier Punkten einerEbene. 
Wie bereits erwähnt, kann auch das complexe Doppelverhältniss 
[ABCB] der negativen Einheit gleich sein ; es haben dann die vier 
Punkte desselben in der Ebene eine solche Lage zu einander, dass 
auf dieselbe alle metrischen Verhältnisse, die bei einer harmonischen 
Proportion zwischen Punkten einer Graden vorkommen, in abso- 
lutem Sinne Anwendung finden und dass ausserdem diesen Ver- 
hältnissen gewisse Beziehungen zwischen AVink ein zur Seite stehen, 
welche gewissermassen als die logarithmischen Gleichungen der- 
selben angesehen, übrigens nach dem eingeführten Algorithmus sehr 
leicht aus jenen, — sowie umgekehrt jene aus diesen — abgeleitet 
werden können. Es sollen daher nach M ö b i u s *) kurz die vier 
Punkte A, B^ C, B harmonische Punkte einer Ebene und A 
und B, C und B wieder zugeordnete Punktepaare heissen. 

1) Das Doppelverhältniss [ABCB] = — 1 kann hinsichtlich sei- 
nes Werthes nur befriedigt werden, wenn in dem allgemeinen Aus- 
drücke Q (cos qp + / sin q>) für den Werth eines Doppelverhältnisses 



*) Berichte der K. S. Gesellsch. d. Wissensch. 1852. S. 50. 
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Fig. 44. 




la) Q — {ABCJ)) = l oder AC:CB = AD: DB 
.und 

Ib) q> = ABCD = + n; oder AGB —ADB = +7t 
ist. Die zweite Gleichung besagt nach §. 113, dass die Punkte 
j4, ä, C, D (Fig. 44) in der Peripherie eines Kreises und zwar C und 
D auf entgegengesetzten S eitlen der Graden ^jß, also sämmtliche vier 

in der Folge A, C, B, D liegen; die erste 
Gleichung dagegen , dass die Producte je 
zweier gegenüberliegender Seiten des Seh- 
nenvierecks ACBD einander gleich sind. 

2) Hieraus und aus dem ptolemäischen 
Satze §. 108,2) folgt, dass dasProduct der 
beiden innerhalb des Kreises zum gegen- 
seitigen Durchschnitt kommenden Seiten 
AB und CD des vollständigen Vierecks dop- 
pelt so gross ist, als das Product je zweier 
anderer gegenüberliegender Seiten, d.i. AB.CD =:=: 2 ACBD 
= 2CB.DA. 

Dasselbe sowie eine dem entsprechende Winkelgleichung geht 
auch auf folgende Weise hervor. Weil \ABCD\ = — r, so ist nach 
§. 113 III. \ACBD\ =2, mithin 

2a) (^CßO)=:^2 oder AB.CD = 2AC.BD = 2CB.DA, 
2b) ACBD=:0 oder ABC = ADC u,BAD = BCD. 
Ebenso ergiebt sich {ADBC)=2 und ABDz=ACD u. s. w. 
Auch diese Winkelgleichungen geben die Kreislage der vier har- 
monischen Punkte zu erkennen (§. 21, 2). 

3) Führt man in ähnlicher Weise wie in §.51 und 52 bezüglich 
der Gleichungen X. und XII. den Mittelpunkt M des Abschnittes 
[AB] ein, für welchen man nach §. 104u. 105 gleichfalls [^^J-l-[AfÄJ 
= hat, so erhält man die Gleichungen 

[MC] . [MD] = [MA7=z [MBf, 
[CA],[CB] = [CD][CMl 
die ebenso die harmonische Lage von vier Punkten in der £bene 
charakterisiren. Giebt man der ersteren die Form 

[AM] [AM]__[M[] [BM] _ 
[MC] ' [MD] ~ [MC] * [MD] ~ ^ ' 
Bo folgt aus derselben (s. Fig. 44) 

3a) CMiMA = AM : MD und CM: MB ^ BM : MD 
3 b) CMA — AMD und CMB = BMD. 
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Beide Gleichungen in Verbindung geben zu erkennen, dass 
die Dreiecke CMA und-4JI!f/>, sowie CMB nndBMD nicht blos 
ähnlich, sondern auch, weil die nach einerlei Sinn gerechneten 
Winkel in 3b) von homologen Schenkeln gebildet werden , ein- 
stimmig sind, oder ähnliche Lage haben. (§. 22.) 

4) Ebenso folgt aus der andern Gleichung, der man die Formen 

[AC] [BC] _ [AC\ [BC] _ 
[CDy\CM\~^[CM]' [CD] 
geben kann, dass 

4a) DCiCA = BCiCM und DC: OB = AC: CM, 

4b) DCA — BCM und DCB = ACM-, 

somit auch die Dreiecke - 

DCA und BCM sowie DCB und ACM 
einander einstimmig ähnlich sind. 

Sind also die Punktet und i5, Cund i> in einer Ebene 
einander harmonisch zugeordnet und ist M (^ie Mitte 
des Abschnittes AB eines Punktepaares, so sind immer 
dieDreieke CMA, AMD, CBD, 

desgleichen CMB, BMD, CAD 

einander einstimmig ähnlich. 

In gleicher Weise ergiebt sich , dass wenn iV^ der Mittelpunkt 
von CD ist, die Dreiecke 

ANC, CNB, ABB, und ebenso 
AND, DNB, ACB 
einander einstimmig ähnHch sind. 

§. 122. 

Construction des vierten harmonischenPunktes zu 
drei gegebenen der Ebene. Sind ^, 
B , C (Fig. 45) die gegebenen Punkte der 
Ebene, D der gesuchte vierte und dem C 
zugeordnete , so beschreibe man der in 
§. 118 angegebenen Construction ent- 
sprechend um ^CD einen Kreis und halbire 
den Winkel ACB sowie den Bogen ACB, 
Trifft die Halbirungslinie des Winkels ACB 
die AB in C und legt man durch diesen 
und den H«lbirungspunkt C" des Bogens 
ACB die Grade C''C\ so trifft diese den 




B 



V 

n 
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Kreis zum zweiten Male in dem gesuchten Punkte D. Der Beweis 
folgt unmittelbar aus §. 121, 1. 

Die Aehnlichkeit und Einstimmigkeit der Dreiecke CMA^ AMD 
lässt auch folgende einfache Construction von D zu. Nachdem man 
um ABC den Kreis beschrieben hat , trage man von B aus den Bo- 
gen BE gleich und in gleichem Sinne mit CA ab , und ziehe durch 
E und den Mittelpunkt M der AB eine Grade EB^ welche den Kreis 
HR dem gesuchten Punkte trifft. 

Man kann den Punkt D ferner dadurch bestimmen , dass man 
an den um ABC beschriebenen Kreis in A und B zwei Tangenten 
legt, welche sich in F schneiden mögen, und durch i^ imd C eine 
Grade legt, welche den Kreis zum zweiten Male in D trifft. Man 
hat nämlich wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke CFA und AFI) 
sowie der Dreiecke CFB und BFD 

CA: AD =z CF: AF und CBiBD— CF: BF, 
folglich, wegen AFz=:^BF, 

CA :AD—CB: BD, oder {ABCD) — I . 

Werden also von einem Punkte F der Ebene an ei- 
nen Kreis zwei Tangenten FA und FB und eine Secante 
FCD gelegt, so bilden die vier Punkte A und J5, C nnd D 
zwei Paare zugeordneter harmonischer Punkte. (Der 
Satz behält seine Giltigkeit, auch wenn die Durchschnittspunkte C 
und D der Secante imaginär werden, s. u. §. 124.) 

§. 123. 

Construction zweier zugeordneter harmonischer 
Punkte, wenn in der Ebene die beiden andern und die 
Mitte des von den ersteren gebildeten Abschnittes ge- 
gebenen sind. Seien (Fig. 44) A und B das gegebene Punkte- 
paar und N die Mitte des Abschnitts der 
gesuchten C und i>, so ist die Aufgabe als 
gelöst anzusehen, wenn man den Mittel- 
punkt des um das harmonische Viereck 
ACBD zu legenden Kreises gefunden hat j 
denn die Punkte C, D liegen alsdann noch 
auf einer zur ON senkrechten Graden. 
Nun muss der doppelte Peripheriewinkel 
ACB gleich dem Centriwinköl AOB sein, 
wie auchO gegen ^^ liege, wenn mijr beide 



Fig. 44. 
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Winkel in einerlei Sinne genommen werden. Da auch (§. 121 , 4) 
AGB =JNI) ~ DNB, folglich 1ACB — AND + DNB = ANB, also 
auch AOB = ANB sein muss , so liegt in der Peripherie des um 
ANB zu legenden Kreises , und ist somit, sowie durch eine die AB 
halbirende Senkrechte MO seiner Lage nach bestimmt. 

Zusatz. Ist iV ein innerer Punkt des Abschnittes ^^ , also 

TZ 

ANB = + TT und ACB = + — , so ist AB der Durchmesser des 

— — 2 

fraglichen Kreises 0, ni>dC2> die durch iV gelegte zu^^ senkrechte 
Sehne desselben. Dieser besondere Fall ist bereits in der zur Auf- 
gabe §. 57 beigefügten Bemerkung erwähnt. *) Ist dagegen N ein 
äusserer Punkt der AB^ mithin ANB=0 oder + 2;r, so ist ACB=0 
oder + TT , und man hat dann den Fall , welcher in der Aufgabe 
§. 57 behandelt ist. Man kann dabei C und B als die imaginä- 
ren Durchschnittspunkte einer durch iV und auf ^^ senkrecht 
gezogenen Graden mit dem über AB als Durchmesser beschriebe- 
nen Kreise ansehen, (s. d. folgend. §.) 

. §.124. 

Bestimmung der imaginären Durchschnittspunkte 
eines Kreises mit einer ausserhalb desselben und in 
seiner Ebene liegenden Graden, l) Es kommt bei Auflö- 
sung mancher Aufgaben nicht selten vor, dass die Bestimmung ge- 
wisser Constructionselemente von den Durchschnittspunkten eines 
Kreises und einer Graden abhängig gemächt wird (m. s. z.B. §. 83 
u. 84). Haben nun Kreis und Grade unter gewissen Bedingungen 
eine solche Lage, dass ein Durchschnitt beider unmöglich wird, so 
wird damit auch die davon weiter abhängige Lösung der Aufgabe 
als unmöglich , oder die Aufgabe selbst und der von derselben re- 
präsentirte Satz als nur unter gewissen Bedingungen als annelhm- 
bar hingestellt. Dennoch ist in vielen Fällen das Verschwinden 
der genannten Durchschnittspunkte kein unbedingtes Merkmal für 
die Unmöglichkeit der Lösung, insbesondere wenn die Aufgabe 



*) Es ist somit eine willkürliche uud beschräakende Annahme , wenn 
Hr. Chasles in seiner Geom. super, den Mittclpuiikt eines imaginären Seg- 
ments stets reell annimmt. Richtig ist allerdings die Voraussetzung in 
sofern , als bei ihm in der Regel nur rein imaginäre (nicht complexe) Ab- 
schnitte vorkommen. 
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sich auf anderem Wege ohne Zuhilfenahme eines Kreises und einer 
Graden construiren lässt, oder wenn unter die Bedingungen der 
Aufgabe anfanglich derartige mit aufgenommen worden sind, welche 
in Folge weiterer Untersuchungen als willkührliche und unnöthige 
sich herausstellen. Es fragt sich nun , ob nicht in den Fällen , wo 
es sich um die Durchschnittspunkte einer Graden und eines Krei- 
ses handelt, die aber wegen der besondem Lage beider Elemente 
nicht zum Vorschein kommen, zwei andere Punkte der Ebene 
die Stelle der geforderten Durchschnittspunkte ver- 
treten können und somit als Unterlagen für weitere Constructionen 
sich verwenden lassen ganz in derselben Weise, wie die wirklichen 
Durchschnittspunkte eines Kreises und einer eigentlichen Sehne 
oder Secante. Man würde dann diese, die Durchschnittspunkte 
eines Kreises und einer Graden vertretenden Punkte die imagi- 
nären Durchschnittspunkte nennen können: eine Bezeichnung, 
die im Folgenden noch weiter ihre Erklärung finden wird. 

2) Sind ein Kreis M und eine Grade XX' ihrer Lage nach ge- 
geben (Fig. 46 u. 47) , so muss man 
auch den Radius des Kreises sowie 
den Fusspunkt eines vom Kreis - 
mittelpunkte M auf die Grade ge- 
fällten Perpendikels und die Länge 
MO desselben als gegeben voraus- 
setzen. Betrachtet man der Einfach- 
heit halber in der Ebene die XX' 
selbst als Eichtungslinie, also jeden 
Abschnitt derselben als einen reellen 
und setzt zuerst voraus (Fig. 46), dass 
der Mittelpunkt M in einer gegen den Radius m des Kreises klei- 
neigi Entfernung von derselben absteht , so giebt es zwei wirkliche 
Durchschnittspunkte E und F der Graden mit dem Kreise , welche 
in derselben vom Fusspunkte zu beiden Seiten desselben um 

a) ±ym^ — MO^ 

abstehen. Rückt bei gleichbleibender Lage von XX' und dersel- 
ben Länge von m der Mittelpunkt M immer weiter ab , so nähern 
sich die Durchschnittspunkte ^ undi^^ dem Fusspunkte und fallen 

mit demselben zusammen , wenn ^m* — 0M^== , oder XX' zur 
Tangente des Kreises geworden ist. Bei noch weiterer Entfernung 




X' 
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des Kreismittelpunktes M von der Graden XX' hört jede Gemein- 
schaft derselben mit dem Kreise auf (Fig. 47) und der Ausdruck für 
die Entfernung der Durch- 
schnittspunkte E und F vom 
Fusspunkte wird imaginär, 
oder es ist {OE]=z[OF] = 

b) + j/MO'—m^ . /— T 
Construirt man nun nach 
den Principien des §. 103 die 
Punktet' und jP, so liegen die- 
selben auf der Senkrechten 
OM zu beiden Seiten der XX' 
und in der Entfernung = 

yMO^ — m^ YonO, Die in sol- ^^' 

eher Weise für diesen Fall be- 
stimmten Punkte £^ und /'müssen nun gleiche metrisch^ Eigenschaften 
mit den reellen Durchschnittspunkten eines Kreises und einer densel- 
ben wirklich durchschneidenden Graden haben, wenn und insofern bei 
jeder Beziehung derselben auf reelle Punkte und Abschnitte ihre 
Entfernung von ihrer Mitte durch die Gleichung b) oder eine der- 
selben äquivalente vermittelt wird. Es ist dieses eine unmittelbare 
und nothwendige Folgerung aus dem oben §. 101 und 102 aufgestell- 
ten Princip bezüglich complexer und imaginärer Abschnitte, sowie 
deren Deutung und Construction. 

3) Es haben z. B. die reellen Durchschnittspunkte eines Krei- 
ses und einer Graden die Eigenschaft , dass , wenn zu der Graden 
ein Durchmesser AA (Fig. 46) senkrecht gelegt wird, derselbe von 
jener in einem Punkte so geschnitten wird, dass das Product sei- 
ner Abschnitte AO,OA' dem Quadrate {OE^ = OF^) des halben Ab- 
standes beider Punkte gleich ist. Dieselbe Eigenschaft besitzen 
die imaginären Durchschnittspunkte eines Kreises und einer den- 
selben nicht treffenden Graden. Denn (Fig. 47) es ist gemäss der 
Gleichung b) 

0E^= OF^ = MA*—MO\ 

= (MA+MO) {MA—MO\ 
oder, weil MA== — MA' ist. 

OE^=OF^ = {m — MA'){MA — MO) = A'O.OA = AO.Oa\ 

4) Ein anderer bekannter Satz derElementafgeometrie besagt,. 
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dass , wenn durch einen Punkt G der Ebene eines Kreises M zwei 
oder mehrere Secanten gelegt werden, die denselben in den Punk- 
ten E und F, E' und F\,, schneiden , die Producte GE . GF, GE\ GF\ . 
der Abstände des Punktes G von den Durchschnittspunkten auf je- 
der Graden constant und gleich dem Quadrat einer von G an den 
Kreis gelegten Tangente GA^ GA' gleich sind. Derselbe Satz gilt 
nun auch, wenn eine oder mehrere der durch (? gelegten Graden den 
Kreis gai-nicht treffen, bezüglich der zu jeder solchen Graden gehöri- 
gen imaginären Durchschnittspunkte und ihrer Abstände von G. 
Nennt man nämlich m den Halbmesser desKreisesM(Fig. 48), 
und bind E' und F' die imaginären Durchschnittspunkte der GG' 
und des Kreises, so ist absolut genommen 
GE\ GF' = GE'^ :^ Giß + OE''' 

^G(ß + OM^ — m' 

= GM^ — m^={GM + m){GM — m), 



mithin 



GE\GF' — GE.GF. 



Fig. 4«. 




F 



Da ferner GE.GF = GA \ 
so hat man auch GE'= GF' 
= GA^ woraus folgt, dass, 
wenn die Grade GG' sich 
um den Punkt G dreht, die 
imaginären Durch schnitts- 
punkte derselben und des 
Kreises iüf in der Peripherie 
eines zweiten Kreises G 
sich fortbewegen, dessen 
Radius der von G an den 
Kreis M gelegten Tangente 
gleich ist. 
Da die Eadien MA^MA' wieder Tangenten des Kreises G sind, 
so folgt nach dem zu Ende des §. 122 ausgesprochenen Satze, dass 
die Punkte A und A\ E' und F\ insofern sie dem Kreise G ange- 
hören , zugeordnete harmonische Paare bilden. Weil aber A und 
A' auch die Berührungspunkte der von G aus an den Kreis M ge- 
legten Tangenten sind , so lässt sich derselbe Satz auch auf den 
Kreis M beziehen , wobei E' und F' als dessen imaginäre Durch- 
schnittspunkte mit der Graden GG' anzusehen sind. Also : 

Werden von einem Punkte G der Ebene eines Krei- 
ses M an denselben die beiden Tangenten GAj GA und 
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ausserdem von demselben Punkte G aus eine fceliebigo 
Grade GEF oder GG' gezogen, so bilden die Berührungs- 
punkte A und A' und die reellen ^und F oder imaginä- 
ren E' und /''Durclischnittspunkte der Graden und des 
Kreises zweiPaare zugeordneter harmonisch erPunkte, 
(vergl. §. 122.) 

6) Weitere Folgerungen werden später Erwähnung finden; 
schliesslich sei nur noch eines merkwürdigen Ausdruckes gedacht, 
in welchem mehrere der vorstehenden Erörterungen zusammen- 
fliessen. 

Zieht man in dieEbene eines Kreises einen Durch- 
messer und eine beliebige Senkrechte zu demselben, 
so sind die Durchschnittspunkte beider Graden und 
des Kreises im Allgemeinen vier harmonische Punkte 
und zwar vier harmonische Punkte der Ebene, wenn die Durch- 
sc^nittspunkte der Senkrech- 



ten reell sind; dagegen vier 
harmonische Punkte einer 
Graden (des Durchmessers), 
wenn jene Durchschnitts- 
punkte imaginär sind. Oder 
( Fig. 49 ) sind die Durch- 
schnittspunkte E^ F reell , so 
ist [AA'EF]=z—\ ; sind da- 
gegen dieDurchschnittspunkte 
^^Jf^'imaginär, so ist^AA'E'F') 



Fig. 49. 
X 



--d 



/ 



4i 



M 



6 



^E- « 



X' 



e- 



F 






/ 



F' 



§. 125. 

Imaginäre Durchschnittspunkte, gemeins chaft- 
licheSehne oderChordale zweier und mehrerer Kreise. 
Die Durchschnittspunkte irgend zweier Kreise kann man auch als 
die Durchschnittspunkte eines derselben mit der beiden Kreisen ge- 
meinschaftlichen Sehne betrachten. Hiernach sowie nach den Er- 
örterungen des vorigen §. lassen sich in dem Falle, dass von beiden 
Kreisen der eine ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des andern 
liegt, die imaginären Durchschnittspunkte beider als die Durch- 
schnittspunkte eines jeden Kreises mit einer Graden ansehen, welche 
als gemeinschaftliche (imaginäre) Secante für beide Kreise betrach- 
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tet werden kann^ also dieselben nach vorigem §. zu bestimmenden, 
zwei imaginären Durchschnittspunkte mit dem einen Kreise wie 
mit dem andern Kreise hat. Es handelt sich somit darum, diese 
die EoUe einer gemeinschaftlichen Sehne übernehmenden Graden 
ihrer Lage nach zu bestimmen, womit die gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunkte derselben mit den beiden Kreisen gleichfalls gege- 
ben sind. Bezeichnet man mit r (Fig. 50) diese Grade, mit £'und 
F die imaginären Durchschnittspunkte derselben mit dem einen 




Kreise, dessen Mittelpunkt L ist, so sind diese harmonisch zuge- 
ordnet den Endpunkten A, A' eines auf r senkrechten Durchmes- 
sers des Krieises L. Dasselbe gilt aber auch bezüglich des zweiten 
Kreises , dessen Mittelpunkt M und die Durchschnittspunkte eines 
auf r senkrecht stehenden Durchmessess J9, B' seien. Man hat 
somit 

{AA'EF)=={BB^EF) = —]. . . 

Hieraus folgt: 

1) die Grade r ist eine Senkrechtezur Centrale LM 
beider Kreise; 

2) die imaginären Durchschnittspunkte £^, F der 
beiden Kreise Z, M oder die gemeinschaftlichen 
Schneidepunkte der Graden r mit den beiden Kr eisen 
X, M Bind die Doppelpunkte einer Involution, welche 
durch di e Punktepaare A und A% B und B" bestimmt ist. 

3) Der Durchschnittspunkt Oder Graden r mitder 
Centrale MN ist der Centralpunkt dieser Involution. 

(§. 81.) 

Die Grade r, insofern sie dieselben zwei imaginären Durch- 
schnittspunkte mit beiden Kreisen Z, -¥hat, könnte man die ge- 
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meinschaftliche imaginäre Sehne dieser Kreise nennen; 
sie veirtritt für den betrachteten Fall, dass von den Kreisen der eine 
ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des andern liegt, vollständig 
die gemeinschaftliche Sehne zweier sich wirklich schneidender 
Kreise. Für gewöhnlich wird sie die Chordale, auch Linie 
aequidifferenter Pot;enzen, Potenzlinie, Radicalaxe 
(axe radicat) genannt. Die Bezeichnung Chordale dürfte auch 
nach der eben gegebenen Entwickelung am geeignetsten erscheinen. 
(M. s. §.76, 4. Anmerkung.) 

Nach dem Zusammenhange, in welchem die Chordale mit der 
Involution und den Doppelpunkten derselben dargestellt worden 
ist, ergeben sich leicht noch nachstehende Folgerungen : 

4) Drei und mehrere Kreise Z, Tff, iV (Fig. 50) haben 
dieselben zwei imaginären Durchschnittspunkte j& und 
F(eine und dieselbe Chordale r) wenn 

a) sie eine und dieselbe Grade LMN als Centrale 
haben; 

b) die Durchschnittspunkte ^und^,, 5und5,,Cund 
Ci der Kreise mit dieser Centrale in Involution 
sind. 

Der Centralpunkt der Involution ist dann der Punkt, in wel - 
chem die Chordale die Centrale senkrecht schneidet und die Dop- 
pelpunkte der Involution sind die gemeinschaftlichen imaginären 
Durchschnittspunkte der Kreise. 

5) Das Vorhandensein der Doppelpunkte der Involution in der 
Centrale bedingt nach §. 83 , dass keiner der involutorischep Ab-^ 
schnitte in irgend einen andern eingreift, oder dass jeder derselben 
entweder ganz innerhalb oder ausserhalb eines beliebigen andern 
Abschnitts liegt; d. h. die Kreise müssen, wenn sie eine 

^gemeinschaftliche Chordale haben sollen, ganz inner- 
halb oder ganz ausserhalb einander liegen. Daher kön- 
nen mehrere Kreise, von denen einige sich schneiden, und einige 
sich nicht schneiden, keine allen gemeinschaftliche Chordale haben. 

6) Schneiden sich drei und mehrere Kreise X, M^ N.- . . in den- 
selben zwei reellen Punkten ^ und -F (die Figur kann leicht ent- 
worfen werden) , so sind (§. 76, 3) die Durchschnittspunkte A und 
A\ B und B\ C und C' derselben mit ihrer gemeinschaftlichen 
Centrale in Involution; nach dem zu Ende des vor. §. ausgesproche- 
nen Satze sind aber 
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[AA'EF] = [BeEF] — [C&EF] = — l 
oder ^ und i^ sind als die imaginären Doppelpunkte der 
Involution, bei welcher die involutorischen Ab- 
schnitte in einander eingreifen , anzusehen. (Dasselbe 
wird sich unten aus noch anderen Betrachtungen ergeben; m. vergl. 
damit §. 100, 5. Die gemeinschaftliche reelle Sehne ^jP geht 
durch den Centralpunkt der Involution und, wird von der Centrale 
senkrecht halbirt. 

7) Ist r die Chordale (Fig. 50) zweier oder mehrerer Kreise, 
sind E^ F deren imaginäre Durchschnittspunkte und beschreibt man 
von einem beliebigen Punkte G der Chordale mit dem Halbmesser 
GE = GF einen Kreis, welcher die Kreise L,M,N,.. in den Punk- 
<3l und <3l', p und p\ C und C schneidet, zieht endlich die Radien 
C^, Cy , G^' . . . ebenso Z^, Mp, L^' . . . ; so hat man 

G^^ = GE^ = GO" + 0E\ 

= GO^+OL^—L^^, 
= GL^—L^\ mithin 
G§i^ -^ L^^ = GL\ 
d. h. das Dreieck GL^ ist bei <^ rechtwinklig, folglich G<3t eine 
Tangente des Kreises Z. Ebenso lässt sich darthun, dass G|J, 
Gp' und G€, GC Tangenten der Kreise iüf und iVsind; also 

Zieht man von einem beliebigen Punkte GderChor- 
dale zweier oder mehrerer Kreise Tangenten an die- 
selben, so sind diese einander gleich. 

8) Hieraus folgt weiter nach 4) des vor. §. : Werden von 
einem beliebigen Punkte G derChordale zweier oder 
mehrerer Kr eise ein oder mehrere Secantennach den- 
selben gezogen, welche jeden derselben in zwei reel- 
len oder imaginären Durchschnittspunkten Z, und Zg, 
M^ undiJf, , iV, undiV^... schneiden, so sind die Produete 
CZ, . GL^ , GM^ . GM^ , GN^ . GN^ ... der Abstände des Punktes G 
von den reellen oder imaginären Durchschnittspunkten einer Se- 
cante und eines Kreises constant und gleich dem Qua- 
drate {G^^) einer von G an irgend einen der Kreise ge- 
legten Tangente. 

Der Satz lässt sich auch wie folgt umkehren. Ist für irgend 
einen ausserhalb der Kreise Z und M liegenden Punkt G der Ebene 

GLi • GZj = GMt . GM^ , 
wobei Li und Zj , die Durchschnittspunkte einer von G aus gezo- 



— 177 — 



genen Graden mit dem Kreise L sind und dieselbe Bedeutung auch 
^, und M^ bezüglich des zweiten Kreises und derselben oder einer 
andern durch G gehenden Graden haben ; so ist G ein Punkt der 
Cliordale. Denn aus der Voraussetzung folgt 

G^^ =- Gp, 
wenn G^ und G§J zwei von G aus nach den Kreisen L und M ge- 
zogene Tangenten sind. Fällt man nun von G auf die Centrale 
beider Kreise die Senkrechte CO, so hat man 

GL^ — L^^ = GM^ — M}^\ 
oder 

GO^ + OL^ — L^^ ~ GO^ + OM^ — M% 
mithin auch wegen L3i = L.4, Mp = MB und Z.^ = — LJ\ 

{OL + LA) {OL — LA) = {OM + MB) {OM—MB) 

oder 

OA.OA' = OB,OB^, 

d. h. ist der Centralpunkt einer durch die Punkte A und.^^', B 
und ^'bestimmten Involution, mithin ist die durch denselben 
zur Centrale senkrechte Grade OG die Chordale der 
Kreis e L und M (vergl. oben I. u. 3.) und C ein Punkt der 
Chor dale. 

9) Man hat demnach folgende einfache Construction der Chor- 
dale zweier Kreise. Seien L und M (Fig. 51) deren Mittelpunkte 
und Q der eines beliebigen Kreises , welcher die beiden ersten in 

Fig. Ol. 




den Punkten Z, und Z,» ^\ ^^^ ^t schneidet. Zieht man dann 
die Sehnen L^L^^ M^M^^ welche sich in G schneiden und fällt von 
G auf die Centrale LM die Senkrechte GO^ so ist diese die Chor- 
dale der Kreise L und M. 



Witzschel, neuere Geometrie. 
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Denn man hat, weil L^L^ ebenso wie M^Mf^ Punkte des Kreises 
Q sind, 

Ci, . QL^ = GM^ . GM^ , 
mithin ist G ein Punkt der Chordale der Kreise L und M. 

Da XjZj als gemeinschaftliche Sehne der Kreise L und Q auch 
als Chordale derselben angesehen werden kann , ebenso M^M^ be- 
züglich der Kreise M und Q^ so sieht man, dass die drei Chordalen 
von je zweien der drei Kreise L, M, Q sich in Einem Punkte G 
schneiden. Allgemeiner: 

10) Hat man in einer Ebene drei beliebige Kreise 
jlf,, Mf, M^y -Reiche sMch zu je zweien schneiden mögen 
oder nicht, sind r, , r,, r^ die gemeinschaftlichen Seh- 
nen oderChordalenresp. der Kreis eilf, undilfj, M^ und^i, 
TtfiUndil/s, so haben r, ,r2,rj einen gemeinsamenDurch- 
schnittspunkt P, welcher der Fotenzpunkt der drei Kreise 
genannt wird. 

Denn ist vorläufig P der Durchschnittspunkt (von r, und r, 
und zieht nun von demselben drei Grade , welche die Kreise ilf, , 
M^ , M^ bezüglich in den Punkten A^ und A^ , J9, und B^ , C, und C^ 
schneiden, so ist, weil P der r, angehört, 

PB,.PB^ = PC^.PC^ 
und weil auch P ein Punkt von r, ist, 

folglich 

/>^< . PA^ = />^, . P^j 

d. h. P ist auch ein Punkt von r^, (S. ob. 8.) 

11) Ferner ist (Fig. 50) 

GL* = L^* + ^G\ 
GM^=Mp^+pG^, 
GN^z^NV + eG*', 
hieraus folgt mit Berücksichtigung von ^G^=pG = €G (7) 

GL^— GM^'— LSV' — Mp-, GM^—GN* = Mp^^Nt"", 

d. h. Die Quadrate der Abstände eines beliebigen 
Punktes derChordale von denMittelpunkten derKreise 
geben dies elben Unterschiede, wie die Quadrate der 
Radien der betreffenden Kreise, oder diese Quadrat- 
differenzen sind für jeden Punkt der Chordale con- 
stant. 
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VI) Da endlich nach 5) des vorherg. §. 

[^^'EF] = [pp'EF] ==r [€€£F] = — I 
ist, so kann man die nicht mehr in Einer Graden, sondern in einer 
Ebene liegenden Punktepaare ^ und ^', B und p\ C und €' in 
demselben erweiterten Sinne als involutorische ansehen, wie 
es bezüglich vier harmonischer Punkte einer Ebene geschehen ist. 
Zu dieser Involution werden E und F die Doppelpunkte darstellen. 
(Das Weitere darüber unter §. 129.) 

§. 126. 

Involution von sechs Punkten einer Ebene; com- 
plexes Dreieckschnittsverhältniss. In derselben Weis« 
wie das complexe Doppelverhältniss zwischen vier Punkten einer 
Ebene aufgestellt und seiner geometrischen Bedeutung nach unter- 
sucht worden ist , können ähnliche Erörterungen angestellt werden 
über ein complexes Dreieckschnittsverhältniss bei sechs Punkten 
einer Ebene, welche paarweise einander zugeordnet sind, wie 

oder symbolisch ausgedrückt: 

[APC\ C'A'ß']z:=X + i^. 

Indem wir die allgemeineren Untersuchungen über ein System 
von sechs Punkten einer Ebene, auf welche sich ein derartiges 
Dreieckschnittsverhältniss bezieht , und die in gehöriger Vollstän- 
digkeit durchgeführt zu viel Raum in Anspruch nehmen, dabei doch 
ein ungleiches Interesse gewähren würden, hier übergehen, wollen 
wir uns auf Untersuchung desjenigen Dreieckschnittsverhältnisses 
beschränken, dessen Werth der negativen Einheit gleich ist, wel- 
ches also nach Analogie der in §. 68 gegebenen Definition auf ein 
involutorisches Verhalten von sechs in einer Ebene 
liegenden Punkten hinweist. Das System derselben wird zu 
dem von beliebigen sechs Punkten einer Ebene in einem ähnlichen 
Verhältniss der Unterordnung stehen, wie das harmonische Viereck 
zu dem allgemeinen ebenen Viereck. 

Da das complexe Dreieckschnittsverhältniss 

[JC'] [BAj [CB'] _ 
[C'B]' [A'CY[£'A]~ *' 

12* 
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ebenso wie das reelle bei sechs Punkten einer Graden (§. 68) in 
das Product oder die Gleichheit zweier complexer Doppelverhält- 
nisse, d. h. in 

[AC'] [BA'] [AA'\ [CS^] 



oder in 



mithin in 



[C'BY [A'AY [A'Cy [B'A\^ 
[ABC'A'] . [ACA'B"] = I, 
[ABC'A'] = [A'B'CA] 



1, 



verwandelt werden kann ; da ferner aus der Gleichheit dieser Dop- 
pelverhältnisse nach §. 111 — 114 ganz dieselben Folgerungen sich 
ziehen lassen, wie es bezüglich der reellen Doppelverhältnisse in 
§.65 — 68 geschehen ist, so kann man den daselbst aufgestellten 
Definitionen entsprechend folgende aufstellen : 

Wenn drei Punkte A^ B, C einer Ebene einzeln drei anderen 
A\ ^, C' derselben Ebene so zugeordnet sind, dass ein complexes 
Doppelverhältniss zwischen vieren dieser sechs Punkte, wie [^^CC] 
dem complexen Doppelverhältniss [A'B'C'C] der den vier ersten 
zugeordneten Punkte gleich ist, so sollen (nach Möbius) 
die sechs Punkte der Ebene (oder die drei Punktepaare A und A\ 
B und B\ C und C') in Involution stehen . oder eine Involution in 
der Ebene bilden. 

Auf dieselbe Weise, wie in §.66, lässt sich darthun, dass wenn 
bei drei Paaren von Punkten einer Ebene Ein complexes Doppel- 
verhältniss von irgend vieren derselben demjenigen der vier zuge- 
ordneten gleich ist, dasselbe auch für jedes andere complexe Dop- 
pelverhältniss zwischen irgend vier andern der sechs Punkte und 
für dasjenige der vier zugeordneten Punkte gilt. 

Die Involution von 6 Punkten einer Ebene wird somit auch 
durch jede der folgenden Gleichungen, welche denen des §. 69 ent- 
sprechen, ausgedrückt: 

[AA'BC] _ [AA'BfC] _ 
[A'AB^C] ~ [A'ABC']~ '' 
A) ] [BB'CA] _ [BB'C'A] _ 

^ [B'BC'A']~[B'BCA'] ~^' 
[CC'AB] ^ [CC'A'B]* _ 
[C'CA'B']~[C'CAB'] ~^' 
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[ABC, C'A'B'] = — l 
j[A'BC,C'AB']=-i * 
^^ < [AB'C, C'A'B] = — l 

[ABC\ CA'B']= — 1, 

wobei die eckigen Parenthesenzeichen [] in den vier letzteren 
Ausdrücken ebenso wie bei den complexen Doppelverhältnissen an- 
deuten sollen, dass das angedeutete Dreieckschnittsverhältniss, des- 
sen Bedeutung und Auflösung in die gewöhnliche Form ganz nac^ 
den in §. 68 gegebenen Bemerkungen vorzunehmen ist, aus dem 
Producte von drei einfachen complexen Verhältnissen besteht. 
Es kommt nun darauf an, die geometrische Bedeutung der Au9- 
drücke unter A) und B) oder die geometrischen Bedingungen, un- 
ter welchen sechs Punkte einer Ebene diesen Involutionsgleich ung^n 
genügen, nicht minder die besondern Falle zu erörtern, wenn einer 
dieser Punkte als ein unendlich entfernter der Ebene angenommetn 
wird und sein zugeordneter nach Analogie von §.73 zu ei- 
nem singulären , 'dem Centralpunkte wird , ferner wenn ein Punkt 
mit seinem conjugirten zusammenfällt oder zu einem Doppelpunkte 
wird u. s. w. 

§. 127. 

Auflösung lind geometrische Deutung der Gleich- 
ungen des §. 126. Löst man jedes in dem Ausdrucke 

[ABC, C'A'B']=—\ 

enthaltene einfache complexe Verhältniss nach §. 109 auf, d. h. 
setzt matt 

— AC'B ^ ,, 

so erhält man 



~ c^ • ^"^^ " ^^"^ [c^] ^' ®' ^•' 



(—A'BCJ^BA'C^CE^A) 
AC^ BA^ C£ ' ^ 

~^~ C'B' A'C B'A'^ ^ 

eine Gleichung , welche nur bestehen kann , wenn der (absolute) 
Modulus 

Aßj Bd^ C^ 

C'B' A'C' BfA 

der Einheit und die Amplitude 
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JC'B + BA'C+CB'A 
der Null oder einem graden Vielfachen von n gleich ist. 
Die complexe Involutionsgleichung 

[ABC,C'A'B'] = — \ 
ist demnach a,ls der Complex der beiden Gleichungen 

aC BA' CW _ 

C'B'TC B'A~^ 
und 

AC'B + ß^'C+ CB'A = 
anzusehen. Dieselben sollen, früheren Bezeichnungen analog, sym- 
bolisch durch 

{ABC, C'A'B') — l 
und 

ABC, C'A'B' =0 
angedeutet werden. Dabei sind in dem ersteren Ausdrucke die 
Abschnitte, welche die Verhältnisse desselben bilden, absolut zu 
nehmen; desgleichen ist der Drehungssinn, in welchem alle Win- 
kel des zweiten Ausdrucks gleichmässig zu rechnen sind, be- 
liebig, doch nach getroffener Wahl unveränderlich festzuhalten. 
Die Auflösung des Ausdrucks 

{ABC, C'A'B') = 1 
in die gewöhnliche Form erfolgt ganz nach de^^ in §. 68 gegebenen 
Vorschriften und eine Verwechslung desselben mit demjenigen für 
sechs Punkte einer Graden wird durch den Zusammenhang, in wel- 
chem der eine oder andere Ausdruck vorkommt , von selbst ver- 
hindert werden. — Die Deutung und Auflösung des Winkelaus- 
drucks ABC, C'A'B" erfolgt den Eegeln des §. 113 gemäss einfach 
dadurch, dass man aus den drei ersten Buchstaben das Schema 

A*B, B*C, %C*A 
bildet , das man durch die drei Buchstaben der • zweiten Temion 
der Keihe nach ausfüllt u. s. w. , wodurch man 

AC'B+ BA'C + CB'A 
erhält. 

DasProduct der drei Verhältnisse könnte man* kurz ein Dril- 
lingsverhältniss der sechs Punkte der Ebene, sowie die durch 
ABC, C'A'B' angedeutete Summe der drei Winkel ^C'^, BA^C, CB^A 
einen Drillings wink el nennen. 

In derselben Weise kann jede der übrigen unter B) aufgestell- 
ten Gleichungen des vorherg. §. in ein absolutes Dreieckschnitts- 
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oder Drillingsverhältniss und in einen dreifachen oder Drillings- 
winkel aufgelösst werden. Man erhält somit folgende acht Aus- 
drücke 

{ABC, C'A'B^) = 1 und ABC, C'A'ff = 

{A'BC, C'AB') = 1 „ A'BC, C'AB' = 

^ ^ [aB'C, C'A'B) = I „ AB'C, C'A'B = 

IaBC\ CA'B') — 1 „ ABC\ CA'B' = 

von denen zunächst je zwei in einer Zeile stehende die Involution 
von sechs Punkten einer Ebene vollständig ausdrücken. 

Es lässt sich aber auch zeigen, dass aus irgend zwei der obigen 
8 Gleichungen auf die Involution der betreffenden Punkte sicher 
geschlossen werden kann. 

Zu dem Ende ist zuvor zu bemerken , einmal dass das abso- 
lute Dreieckschnittverhältniss in das Product zweier Dopnelver- 
hältnisse verwandelt werden kann, d. h. dass 

_Ae_ BA^ CEf _ (AC BA\ ( AA' CBf \ 
^~ C'B' Te* B'A~\C'B' A'a) ' \A'C' BfA/ 
oder 

1 = {ABC, C'A'B') = {ABC'A') {ACA'B'), 

mithin 

{ABC'A') — A'B'CA 

ist (vergl. §. 68) , sodann , dass auch der dreifache Winkel in die 
Summe zweier Doppelwinkel umgesetzt werden kann , oder , dass 
man 

= AC'B + BA'C+ CB'A = AC'B + BA'A + AA'C+ CB'A 
oder 

= ABC, C'A'B" = ABC'A' + ACA'B' 

mithin 

^BC'A' = A'B^CA 

hat. 

Bestehen nun für sechs Punkte A, B, C, A\ B\ C' einer Ebene 
die Winkelbeziehungen 

ABC, C'A'H = oder ABC' Ä = A'B'CA 
A'BC, C'AB' = ^ oder AC'A'B = A'CAB' *) 



*) Denn aus A'BC, CAB" =^0 folgt zunächst A'BC'A^AB^CAJ', es 
ist aber A*BC'A=C'AA'B z= — AC'A'B , ebenso AB^CA' ^ — AlCAS', 
mithin AC'A'B^A'CAB' (s. §. 113, 1 u. 2), 



1 
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80 hat man, weil für beliebige vier Punkte ^, B, C\ A' einer Ebene 

(§.113,3) 

ABC'A' + AC'A'B + AA' BC' = n und ebenso 

A'E^CA + A'CAB^ + A'A^C = n; 

ist, auch 

AA'BC' = A'AB^C 

ferner nach demselben §, 

Äi/i ABC'A':sinA'CA'B:sinAA'BC'= {ABC'A') : {AC'A'B) : {AA'BC') 

sin A'B'CA : «Vi ^6''^^' : 51« ^'^^'C = [a'B'CA) : \a'CAB') : {A'ABTC) 

mithin 

{ABC'A') : (AC'A'B) : (AA'BC) = (-4'^'^^) : {A'CAB') : {A'AB'C). 
Da aber auch (§. 113, 3) 

1 = {ABC'A') (AC'A'B) {AA'BC) = {A'B'CA) .{A'CAB').{A'AB'C) 
ist, so ergiebt sich aus diesen Beziehungen 

• {ABC'A') = {A'B'CA) und {AC'A'B) — (A'CAB'), 
oder 

(^i^C'^ ') _ {A'BC'A) _ 

(Ä'WCA) ~ {ab'caJ ~ ^' 

d. i. 

(^^6; C'^'J?') = (^'5C, C'AB^) = 1, 
welches die zu den gegebenen Winkelgleichungen gehörigen Ver- 
bal tnissgleichungen sind, aus deren Verbindung schliesslich die 
complexen Involutionsgleichungen 

[ABC, C'A'B'] — [A'BC, C'AB'] = — 1 
hervorgehen. 

Wie leicht ersichtlich, können mittels derselben so eben be- 
nutzten Beziehungen des §. 113 aus irgend zwei der unter b) auf- 
gestellten Gleichungen zwei andere, die gegebenen zu complexen 
Involutionsgleichungen ergänzende Gleichungen hergeleitet werden, 
mögen übrigens die gegebenen nur Verhältnisse , oder nur Winkel, 
oder die eine Verhältnisse , die andere Winkel enthalten. Durch 
jede der somit abgeleiteten Involutionsgleichungen ist aber gemäss 
den bisherigen Definitionen das involutorische Verhalten der be- 
treffenden sechs Punkte der Ebene dargethan. 

Die geometrische Deutung zweier zusammengehöriger Gleich- 
ungen von b) wie 

{ABC, C'A'B') = 1 und ABC, C'A'B' = 0, 
ist leicht zu geben. Nach denselben sind drei Paare von 
Punkten einer Ebene ^und^', ^ u. s. w. in Involution, 
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wenn in dem (einfachen) Sechseck AC'BA'CB'A, in wel- 
chem jedesmal die zugeordneten zwei Punkte eines 
Paares gegenüberstehende Ecken sind, das Product 
der ers.ten, dritten und fünften Seite gleich demPro- 
ducte der übrigen istund die Summe des ersten, dritten 
und fünften Winkels der Summe der übrigen Winkel 
und =0 oder einer graden Anzahl gestreckter Winkel 
gleich ist. 

• Dieselbe Deutung lassen die übrigen drei unter b) aufgestell- 
ten Paare von Gleichungen zu, av eiche sich auf die (einfachen) Sechs- 
ecke 

A'C'BACB'A\ AC'B'A'CBA, ACBA'C'B'A 
beziehen und somit gleichmässig auf ein und dasselbe System in- 
volutorischer Punktepaare einer Ebene Anwendung finden. 

Die Auflösung und geometrische Deutung der Gleichungen A) 
ergiebt sich nach §. 1 1 1 — 113 in derselben Weise, wie die der Gleich- 
ungen B) und man kann z. B. statt der die Involution ausdrücken- 
den Gleichung 

[AA'BC]^=i[A'AB'C'] 
auch die Gleichheit der entsprechenden, absoluten Doppelverhält- 
nisse und der Doppelwinkel: 

{AA'BC) = {A'AB'C') und AA'BC = A'AB'C 
setzen, welche einfach besagen, dass drei Paare A\indA\B 
u. s. w. zugeordneter Punkte einer Ebene in Involution 
sind, wenn das absolute Doppelverh ältniss von vier 
Punkten dem der vier zugeordneten Punkte und der 
dem ersten Doppelverhältnisse entsprechende Dop- 
pelwinkel dem Doppelwinkel, der* dem zweiten ent- 
spricht, gleich ist. 

Es kam somit jede der Gleichungen A) durch eins der folgen- 
den Paare zusammeiigehöriger Gleichungen vertreten werden : 
{ {AA'BC) = {A'AB'C) und AA'BC= A'AB'C\ 

a) I [bB'QA) ^-^ {B'BC'Ä) und B:^CA = B'BC'A\ 

( [CC'AB) = Ic'CA'B") und CC'AB= C'CA'B\ 

In derselben Weise wie oben lasst sich aber auch nachweisen, 
dass irgend zwei dieser Gleichungen hinreichen, die Involution der 
sechs Punkte in der Ebene ausdrücken. Dasselbe ergiebt sich 
übrigens schon aus den Betrachtungen von §. 1 18 und 1 19 2). Sind 
nämlich von sechs in Involution stehenden Punkten A^ A'^ B^ ^^ 
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C, C' einer Ebene die fünf ersten gegeben, und sollen dabei Ä und 
A\ B und B' einander entsprechende sein , so ist der sechste C' be- 
stimmt, wenn von vier Punkten, unter denen C, nicht aber zugleich 
C, sich befindet , zwei von einander unabhängige Qnatemionen 
(Doppelverhältnisse oder Doppelwinkel) gegeben sind. Diese sind 
aber durch die gleichgebildeten Quaternionen der vier zugeord- 
neten Punkte unter denen sich C nicht befinden kann, gegeben, 
folglich u. s. w. 

§. 128. 

Centralpunkt involutorischer Punkte einer Ebene. 
Nimmt man von sechs in Involution stehenden Punkten Ä und A\ 
B und B\ C und C' einer Ebene einen z. B. C' nach irgend welcher 
Eichtung unendlich entfernt an , für welchen Fall der zugeordnete 
Punkt mit bezeichnet werden soll, so vereinfachen sich die Gleich- 
ungen A), B) , sowie a) und b) in ähnlicher Weise, wie in §. 73 die 
Gleichungen A*) und B*) aus A) und B) des §. 69 hervorgingen. 
Man erhält somit 

A*) J [OA'] ~ [BÄ\ ' [B'A'] ' [OB'] ~ [AB'] ' [Tb'] ' 

/ [OA] . [OA'] = [OB] . [OB'] oder [AO] : [OB] = [B'0] : [OA^] ; 

[A'B] "" [B^A]/ [AB] ~ [B'A'] ' 
B*) j [OA'] _[0B]^ [OA] _[0B] 

[A'B'] ~ [BA] ' [AB'] ~ [BA'] ' 

Diesen entsprechen ebenso viele Gleichungen mit absoluten Ver- 
hältnissen und dazu gehörige Winkelgleichungen, welche man durch 
Auflösung der complexen Ausdrücke nach §. 109, 1. erhält: 



a*) < OB BA BA' 



und BOB' ^ BAB'-^ BA'B', 



b*) 



OB' AB" A'B' 

OA.OA'= OB. OB' und AOB = B'OA', sowie AOB'=:BOA\ 

Tß = % -^ 0^'^==OB'A; ^-±=.% nniOAB=OB'A'; 

^ = ^undO^'^=Oß^; %=^,nniOAB'=:OBA'. 
A J? BA AB J?A 
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Sowohl die Verbal tniss- 
als auch inUebereinstimmung 
damit die Winkelgleichungen 
lassen nachstehende Deutung 
und Folgerungen zu : 

]) Wegen OAB" = OBA' 
(Fig. 52) und OB'A — OA'B 
oder AB'0=:=:BA'0 sind die 
Dreiecke OAB" und OBA' 
einstimmig ähnlich(§.22); 
desgleichen, wegen OAB == 
OB'A' und OBA^OA'B', sind 
es auch die Dreiecke 0^15 und 
OB'A '. 

^) Weil A0B=^B'OA' und 
auch AOB'=^BOA' ist, so ha- 
ben dieWinkeM9^', BOB' 
eine gemeinsameHalbir- 
ungslinie OE oder OF*). 
volutionsaxe**) heissen. 

3) Sind von den Punkten 0, A, A\ B ^ B' alle bis auf ß" gese- 
hen, so lässt sich der letztere durch Construction eines dem Dreieck 
OAB oder OA'B einstimmig ähnlichen Dreiecks OB'A' oder 
bezüglich O^A unzweideutig bestimmen. Daraus ist im Voraus 
abzunehmen, dass sich auch der Centralpunkt für die 
Punkte -4, 5, A\ B" unzweideutig bestimmen lassen 
werde. 

4) Ebenso lässt sich zu den Punkten 0, A^ A\ ß, B\ C der sie- 
bente C' finden, für den man hat 

OA .OA' =z OB ,0B' = OC .OC 

und 



fF 



Diese Halbirungslinie mag die In 



*) Denn ist OE die Halbirungslinie von AOA und OF die \on BOB\ so 
ist §. 16, 5) 

OE^OF= 9A':^R±^^^^22^[ d. i. 2 EOF = AOB + A 'OB' = , 

folglich EOF=i oder = 180«. 

**)Möbius: Berichte der K. S. Gesellschaft d. Wissensch. 1853. 
S. 178. 
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AOB=^B^OA\ AOC~C'OA\ {BOC—C'OB",) 

oder 

AOB'^BOA', AOC' = COA\ (BOC' -— COB'), 
oder für den die Dreiecke 

AOC und C'OA\ sowie BOC und C'OB^ 
einstimmig ähnlich sind, woraus übrigens von selbst folgt, dass 
auch die Dreiecke AOB und B'OA', sowie AOB' und BOA\ BOC' 
und COB\ COA' und AOC' einstimmig ähnlich sind, sowie dass die 
Winkel 

AOA\ BOB', COC 
voif einer und derselben Graden halbirt werden. Dreiinsolcher 
Beziehung stehende Punktepaare A und^' B und B', C 
und C' einer Ebene sind dann wieder in Involution. 
Denn es folgt aus den Voraussetzungen nach b *) 

'^ = ^,nnäBOA=.BA'^AB', 

^ = ^' und COß = CßW, 

^=^, und AOC^^AC'^CA'. 
ÜA AC 

Durch Multiplication der Verhältnissgleichungen' erhält man 

«) { — {ABC, C'A'B'), 

und die Addition der Winkelgleichungen giebt 

= AC'^CA' + CB'^'BC + BÄ'^'AB'. 
Es ist aber 

AC'^CA' = AC'^BC + BC^^CA^ 
BA'^AB' — BA'^-CA'^ CA'^'AB', 
CB'^BC = CB'^'AB' + AB'^'BC', 
Aus der Summe dieser drei Gleichungen folgt mit Berücksich- 
tigung der vorhergehenden 

ß) AC'B +BA'C+ CB'A = ABC, C'A'B' = 0. 

a) und ß) sind aber zwei der unter b) in §. 127 bemerkten In- 
volutionsgleichungen für die Punktepaare A und A', B und B', C 
und C ; folglich u. s. w. 

5) Hieraus fliessen folgende Definitionen für die Involution von 
Punkten in einer Ebene: 

Drei und mehrere Paare von Punkten einer Ebene 
A und -4', ß und B', C und C' etc. sind in Involution, wenn 
sich in der Ebene ein Punkt (der Centralpunkt) so bestim- 
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men lässt, dass erstens die Producte OA.OA\ 08,08", 
OCOC' etc. von gleicher Grösse sindund dass zweitens 
die Winkel AOA\ BOß\ COC' etc. von einer und derselben 
Graden (der Involutionsaxe) halbirt werden, oder dass es 
zweiPaare von einstimmig ahn lichenDreiecken wieAOB 
und ^0A\ BOC und C'OJ?', AOB' und BOA' u. s. w. giebt. 

§. 129. 

Construction des Centralpunktes. Da die Lage des 
Centr alpunkte s zu zwei beliebigen Punktepaaren A und A\ B 
und B" der Ebene die Einstimmigkeit und Aehnlichkelt der Drei- 
ecke AOB" und BOA' (Fig. 52), also die Gleichheit der Winkel 1) 
OAB', OBA' und 2) OB'A, OA'B bedingt; so ist, wenn AB' und BA' 
sich in C schneiden, also A, Bf, C sowohl als auch B, A\ C in nicht 
zu bestimmender Reihenfolge in einer Graden liegen, nach §. 21, l) 
^OAB" = 20AC und 20BA' = 20BC, mithin wegen \)'20AC = 
20BC, Hieraus folgt aber nach §.21,2) dass die Punkte 0,A,B,C 
in einer Kreisperipherie liegen. Da aus gleichen Gründen 2 OB'A 
= 2 0J?'Cund 20A'B=20A'C, also wegen 2)auch 2 0B'C=2 9u4'C 
ist, so liegen auch 0, A\ B' C in einer Kreisperipherie. 

Legt man also durch C — den gegenseitigen Durch- 
schnitt der Graden AB" und J54' — zwei Kreise, von de- 
nen der eine noch durch -4 und ß, der andere durch -4' 
und ^'geht, so ist der zweite DurchschnittspunktO der 
Kreise der Centralpunkt zu A und A\ ßund B\ 

Die Einstimmigkeit und Aehnlichkeit der Dreicke AOB' und 
BOA' ergiebt sich nun nach dieser Construction wieder wie folgt. 
Da A,B', C in grader Linie liegen und ebenso B, A\ C, so ist 
2 0AB'~2 0ACimd2 0BA'=1iOBC, femer, weil 0,^,5, C in einem 
Kreise liegen, so ist 20AC=20BC, folglich 1) 2 0AB' ='.2 0BA\ 
In gleicher Weise ergiebt sich aus '2 0A'B =:20A'C und ^OB'A = 
2 OB'C und der Kreislage von 0, A ', B\ C die Gleichheit der Win- 
kel 2 OA 'B und 2 OB'A oder 2) 2 AB'O = BA '0. Aus 1 ) und 2) folgt 
aber die Einstimmigkeit und Aehnlichkeit der Dreiecke AOB* und 
BOA' (oder OAB' und OBA')*). 



*) Sind ce y ß , Y und a\ ß\ y die in gleichem Sinne genommenen Win- 
kel zweier Dreiecke in einer Ebene, so folgt die Einstimmigkeit 
undAehnlichkeit der beiden Dreiecke nicht blos aus «=3« 
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§. 130. 

Zusätze und Folgerungen, t) Da auch die Dreiecke 
AOBundB^OA' einstimmig ähnlich, oder äieWinkelOAB nnd OB' A' 
sowie OBA und OA'Bl gleich sind, so folgt, wenn C' den Durch- 
schnittpunkt der Graden AB und 5' -4' bezeichnet, nach derselben 
Schiusweise, dass auch die Punkte 0, ^4, C\ B! in einer Kreisperi- 
pherie liegen, dass dasselbe mit den Punkten O, A\ C\ B der Fall 
ist und somit der zweite Durchschnitt auch der um A^ C\ B", so- 
wie um A'C'B gelegten Kreise ist; d. h. die vier Kreise, 
welche um die vier in einem vollständigen Vierseit 
(mit den Seiten AB ^ A'B^, ABf^ A'B) enthaltenen Dreiecke 
beschrieben sind, schneiden sich in einem und dem- 
selben Punkte (0). 

2) Hieraus folgt, dass der gemeinschaftliche Centralpunkt 
für die Punktepaare A und A\ B und Ä', C und C ist, dass als o 
diese Paare in Involution sind. 

Oder: die sechs Ecken eines vollständigen Vier- 
seits sind in Involution, so dass die gegenüberstehen- 
den Ecken zugeordete Paare derselben bilden, wie be- 
reits in §. 114 auf anderem Wege gefunden worden ist. 

Die aus dieser Involution folgenden Gleichungen (y4ßC,C'^'ß') 
= {ABC\ CAB") = {AB'C, &A'B) = {A'BC, C'AB') = I (wobei 
die Abschnitte absolut genommen sind) drücken den Satz des Me- 
nelaus aus, angewendet auf jedes der vier in den Vierseit enthaltenen 
Dreiecke , dessen Seiten von der jedesmaligen vierten Graden in 
drei Punkten geschnitten werden. • 

§.131. 

Doppelpunkte der Involution. Wird bezüglich der all- 
gemeinen Gleichungen A) und B) §. 126 oder a) und b) §. 127 die 



und ^=1?', sondern auch aus a) 2a = 2a' und 2^ = 2^'. Die 
in gleichem Sinne gerechneten Winkel eines DreiecAS sind nämlich entwe- 
der alle drei hohl oder alle drei erhaben. Wollte man also aus a) nicht 
tt=:.a\ sondern c) a= iSO^-fa' folgern, so müsste auch d) /? = 180** 4- p' 
sein. Da nun in allen Fällen a -k-ß-^y.^ a' -f- |J' -h y' = ISO** ist, so würde 
hieraus und aus c) und d) y=^y folgen , was unstatthaft ist. Daher muss 
aus a) und b) auf a = a und ß = ß' oder auf die Aehnlichkeit und Einstim- 
migkeit der Dreiecke geschlossen werden ; vergl. auch §. 22. 



A**) 
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Voraussetzung gemacht , dass zwei zugeordnete Punkte C und C 
in Einem E oder F zusammenfallen, so gestalten sieb die Gleichungen 
A) und B) in ähnlicher Weise wie in §.78 um und gehen ebenfalls 
in quadratische in Betreff des Punktes E über, in Folge dessen zwei 
Punkte E und F der Ebene, welche wieder die Doppelpunkte 
der Involution heissen sollen, der gemachten Annahme Gnüge 
leisten. 

Die somit aus A) und B) hervorgehenden Gleichungen sind 

[BB^AE][BB^A'E]==^oäer^^A0^=^^„ 

[ABE, EA'B'] = — ], 
[A'BE,EAB']= — l. 

Dieselben aufgelösst geben die absoluten Verhältnissgleich- 
ungen und Winkelbeziehungen: 

AB ABT _ (AE y 

^ \ BA BÄ /BEV ^ „^. „,^. „,,„, 
(äF'TfHef) --d2BEB^ = BAB^+BAB, 

i (ABE, EÄg) =: 1 und ABE, EÄBf = 0, 
^ { [äBE, EABT) = 1 und ÄBE, EAB' = 0. 

1) Vergleicht man die Verhältnisse und Winkelgleichungen 
unter a**) mit den unter a*) des §. 128 , so ergeben sich die ein- 
facheren Beziehungen 



B**) I 



S^-Ä'=(i5-';-^^^^^'=^«^'+^«'^'' 



^, = {^)\näAOA'=.AEA', 



OA' \EA'J 



d. Ji. der Ort von E ist die Peripherie eines durch AÄ geführten 
Kreises (vgl. Fig. 52), dessen Mittelpunkt wieder in einem durch A^ 
0, i4' gezogenen Kreise sowie in einer die -4-4' senkrecht halbirenden 
Graden enthalten ist und mit auf einerlei Seite der AA' liegt. 

Da auch der Ort von E in derselben Weise bezüglich der 
Punkte Ä, 0, B' sich bestimmen lässt , so geht daraus hervor , dass 
die Durch Schnittspunkte dieser beiden Ortskreise den Eigenschaf- 
ten eines Doppelpunktes entsprechen, d.h. diebeidenDoppelpunkte 
E und F reibet sind. 
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2) Noch einfacher sind die Beziehungen, welche man nach 
§. 128, 4) erhält, wenn man zwei zugeordnete Punkte in einen Dop- 
pelpunkt zusammenfallen lässt : 

0A,OÄ'=OB.OB'=OE*, 
oder ^ 

OA :OEz=OE: 0A\ OB : OE = OB : OB", 
und 

AOE — EOA\ BOE = EOB", 
in denen man tiberall den Punkt E mit F vertauschen kann. Aus 
den Winkelgleichungen ergiebt sich nämlich sofort, dass der Dop- 
pelpunkt E (somit auch F) auf der gemeinschaftlichen Halbirungs- 
linie der Winkel AOA\ BOB" d.h. auf der Involutions axe 
liegt ; und hieraus , sowie aus den vorstehenden Proportionen folgt 
noch die Aehnlichkeit und Einstimmigkeit der Drei^ 
ecke AOE und EOA" sowie BOE und EOB" (oder AOF und FOA\ 
BOF und FOB"), 

Dass den oben angeführten Proportionen und Winkelgleich- 
ungen zwei Punkte E und F gleichmässig entsprechen, ergiebt sich 
auch daraus, dass, jenachdem man für die Winkel AOA\ BOB' den 
einen oder andern Drehungssinn annimmt , die gemeinschaftliche 
Halbirungslinie derselben von aus gerechnet die eine oder die 
andere der beiden einander entgegengesetzten Richtungen erhalt ; 
d. h. es liegen die Punkte £, 0, F in Einer Graden. 

3) Hieraus, sowie aus der für beide Doppelpunkte E, F gleich- 
mässig giltigen Relation 

0A,0A'==0E^=^0F^ 
geht ferner hervor , dass auch hier, wie bei der Involution in einer 
Graden, die Entfernung EF beider Doppelpunkte vom 
Centralpunkte halbirt wird. 

4) Die Aehnlichkeit und Einstimmigkeit derDreiecke AOE und 
EOA\ AOF und FOA\ ferner BOE und EOB\ BOF, FOB' zeigt noch 
nach den Erörterungen des §. 12 1 , dass EundFmit jedem der 
Punktepaare ^und A\ B und B' in einemKreise liegen 
und ein harmonisches Viereck bilden, oder [AA'EF] = 
[BB'EF] = — I ist; ein Resultat, was aucli unmittelbar den Gleich- 
ungen A**) entnommen werden kann (m. s. §. 79). 

5) Die Construction der Doppelpunkte i? und Fkann 
somit nach vorausgegangener Bestimmung des Centralpunktes 
nach §. 123 vorgenommen werden , indem von den tiarmonischen 
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Punkten J, A\ E, F, oder von B, B", E, F die beiden ersten A,A' 
oder B , B^ sowie die Mitte O der beiden gesuchten E, F gegeben 
ist. Diese Construction ist bereits oben unter 1) mit andern Wor- 
ten angedeutet. 

In Betracht, dass die Doppelpunkte auf der Involutionsaxe 
liegen, kann die Bestimmung der Mittelpunkte der durch A, A\ E, 
F, und B, Bf ^ JF, F gehenden Kreise auch dadurch geschehen, dass 
man durch eine Senkrechte zur Involutionsaxe zieht und dieselbe 
durch Grade, welche die AA' und BW senkrecht halbiren, schnei- 
det. Die Tbeiden Durchschnittspunkte sind die gesuchten Mittel- 
punkte. 

6) Weil endlich nach dem Vorhergehenden zu vier Punkten 
A und A\ B und B' einer Ebene oder zu drei und mehreren in In- 
volution stehenden Punktepaaren stets die beiden Doppelpunkte 
E und F zu construiren sind ,. so kann man für die Involution von 
Punkten einer Ebene auch folgende Definition aufstellen: 

Drei und mehrere Paare von Punkten einer Ebene 
A und A\ B und ^, C und C' etc. sind in Involution, wenn 
sich in der Ebene zwei (hier stets reelle) Punkte ^und 
iPbestimmen lassen, mit denen jedes Paar in Harmonie 
ist (im Allgemeinen ein harmonisches Viereck bildet) ; d. h. wenn 
\EFAA'\ = \EFBBf\z^\EFCC'\=,., = — \ ist. 

§. 132. 

Besondere Fälle der Involution von Punkten einer 
Ebene. 1) Liegen die Punkte A^ A\ B^ W in Einer Graden, so 
treten die im vierten Capitel erörterten Beziehungen ein. Der Cen- 
tralpunkt liegt auf derselben Graden und zwar ausserhalb der Ab- 
schnitte AA' und BB\ wenn dieselben nicht in einander eingreifen. 
(§. 74.) In beiden Fällen kann man sagen , der Centralpunkt ist 
der Durchschnittspunkt der Graden AA'BW mit der gemeinschaft- 
lichen imaginären oder reellen Sehne der über AA' und BW als 
Durchmessern beschrieben Kreise. Die Axe der Involution als 
die Halbirungslinie der Winkel AOA\ BOW fällt entweder mit der 
Graden AlA'BW zusammen, oder steht auf derselben senkrecht, je 
nachdem der Punkt ein äusserer oder innerer der Abschnitte 
AÄ, BW ist, oder je nachdem die Winkel AOA\ BOW = ii oder 
180° sind. Die Doppelpunkte E^ F der Involution liegen somit im 
ersteren Falle auch auf der Graden AA'BW ^ oder sind, wie man sich 

Witzschel, neuere Geometrie. 13 
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für die longimetrischen Beziehungen auszudrücken pflegt , reell 
(können aber in anderer Hinsicht als die imaginären Durchschnitts- 
punkte der über AÄ und BlBf als Durchmessern besehrieben^ 
Kreise angesehen werden) ; während im zweiten Falle die reellen 
Durchschnittspunkte E^ F der über AA' und BS^ als Durehmessern 
beschriebenen Kreise als Doppelpunkte zu betrachten sind, die, 
weil sie ganz ausserhalb der Graden AA' liegen, als für diese 
Grade imaginäre Punkte bezeichnet werden. Sowie übrigeas 
die Punktepaare A, A' und Ej F oder B^ ß" und E^ F im ersteren 
Falle harmonische Paare zugeordneter Punkte in einer* Graden 
sind, so bilden im zweiten Falle dieselben Paare die gegenüber- 
liegenden Punkte eines harmonischen Viereeks in der Ebene , wo- 
bei der Mittelpunkt des Abschnitts EF stets ein Punkt der an- 
dern Abschnitte AA^ oder BB' ist. 

3) Liegt von zwei Paaren zugeordneter Punkte A and A\ B 
undB ein Punkt des einen Paares z. B. B in der durch das andere 
Paar A, A' gezogenen Graden (Fig. 63), so giebt, wenn wieder 
den Centralpunkt dieser Paare be- 
zeichnet, die Aehnlichkeit und Ein- 
stimmigkeit der Dreiecke AOB' und 
BOA' folgende Vereinfachung der 
Construction von an die Hand. 
Man lege durch die Punkte A^ A ', B' 
einen Kreis , schneide von A' aus 
einen dem Bogen B^A gleichen und 
gleichsinnigen Bogen A'B^ ab, und 
ziehe die Grade ByB y welche den 
Kreis zum zweiten Male in dem Cen- 
tralpunkte schneidet. Denn man 
hat hiernach AOB'= B^OA'= BOA ', 
ebenso OB'A 7=0A'A = OA 'j&, wor- 
aus die Einstimmigkeit und Aehnlichkeit der Dreiecke AGB' und 
BOA\ sowie alle übrigen unter a*) und b*) (§. 128) bemerkten 
Beziehungen hervorgehen. 

Nimmt man einen fünften Punkt C in der Peripherie desselben 
um Ay A\ ^, folglich auch um gelegten Kreises an, und will den 
sechsten zur Involution oder zu demselben Centralpunkt OgehÖrigen 
Punkt C bestimmen, so hat man für diesen auch 

AOC = COA' und OC'A== OA'C, 
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d. h. es Mt C der DQrchselmittspiinkt von AA' mit einer Graden 
0C| , für welche der Bogen A'C^ gleich und gleichsinnig dem Bo- 
gen Ca ist. Auf gleiche Weise wird man ftlr jeden Punkt des 
Kreises um 0, A^ A' einen zugeordneten in der durch A^ A' geleg- 
ten Graden finden und so ist auch z. B. dem Punkte B^ der Punkt 
Bx , dem Punkte C, der Punkt C, zugeordnet. Daher überhaupt: 

Dem durch 0, A^ A' gelegten Kreise ist die durch A^ 
^'gelegte Grade, und umgekehrt der durch ^, ^' geleg 
ten Graden der durch 0, A^ A' gezogene Kreis zuge- 
ordnet. 

3) Es mögen femer die Paare zugeordneter Punkte A und A \ 
B und "^ in einer Kreislinie , deren Mittelpunkt M sei , Hegen. 
(Fig. 64.) Ist nun der zunächst auf gewöhnliche Weise bestimmte 

Fig. 54 a. und 54b. 
P P 

f* ■• » fc < — •• ^ ~ii "^ 

V — «J---- if X 

\A, 




Centralpunkt dieser Punktepaare und zieht man durch den Durch- 
messer desKreises, welcher denselben in den Punkten/^, P' schneide, 
treffen femer die Graden OA und Oll den Kreis zum zweiten Male 
in den Punkten resp. Ax und B^ , so hat man 

A^B^^=^AA^B^ oder AB'0^=:^OA^B^\ 
nun ist 

AtiO=^BA'0, 
folglich 

OA^B^ = BA'O. 
Da auch 

ByA^B = B^A B ^ 
so folgt 

13* 
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OJiB = BiA'Oj hieraus, sowie aus 
BOAi = BiOA\ 
ergiebt sich weiter die Aehnlichkeit der Dreiecke 

OA^B und Ö^'J?!, 
sowie 

1) OArOB^OA'iOB^. 

Weil aber nach den Gleichungen a*) %.\^ OA.OA' = OB:0B^ 
und nach einer bekannten Eigenschaft des Kreises OA . OA^ = 
OB' . OB^ y so hat man auch 

2) OA':OAi = OB:OBi 
woraus in Verbindung mit I) 

3) OA'=zOA^ und OB = OB^ 

folgt. Es muss demnach der durch gezogene Durchmesser PP' 
eine gemeinschaftliche Halbirungslinie der Winkel A'OA^ xindiBOB^ 
sein , und wenn man noch die Grade AP zieht , so wird diese den 
Winkel A'AAi oder A'AO halbiren. 

Da ferner AP und AP' senkrecht auf einander stehen, so bil- 
den AA \ AOy APy AP' ein harmonisches Strahlenbüschel (§. 46, 3), 
oder es ist (PP'OM') = — 1 

wenn M' der Punkt ist , in welchem der Durchmesser PP' 
von der AA' getroffen wird. Da ein Gleiches auch bezüglich 
der Strahlen B'B, B'O, B'P, B'P' gilt, so folgt, dassi&'derge- 
meinschaftliche Durchschnitt von AA'^ BB^ und PP' ist. 
Hat man demnach noch ein drittes Paar zugeordneter Punkte CC\ 
welche in der Peripherie desselben Kreises liegen und deren Ver- 
bindungslinie durch denselben Punkt M' geht, so wird auch für 
dieses und jedes der vorhergehenden Paare der gemeinschaft- 
liche Centralpunkt sein. Wir schliessen hieraus: 

Die Paare von Endpunkten zweier und mehrerer 
in einem Punkte {M') sich schneidender Sehnen eines 
Kreises (M) sind in Involution. Der Centralpunkt {0) 
dieserinvolution liegt in dem durch den gemeinsamen 
Durchschnittspunkt {M') der Sehnen gelegten Durch- 
messer (PP') des Kreises dergestalt, dass der Durch- 
messer in dem Durchnittspunkte der Sehnen {M') und 
im Centralpunkte (0) harmonisch getheilt wird. Ferner: 

Befindet sich der Durchschnitt M' der Sehnen AA'^ BB',.. 

i innerhalb ) , ,^ . ,. , ^ , ^ ^ S ausserhalb j 

{ , -, S des Kreises, so liegt der Centralpunkt J . , „ j 

( ausserhalb ) » o x- ( innerhalb ' 
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desselben. Da die Punkte P, P' als die Endpunkte des durch 
gelegten Durchmessers ebenfalls zugeordnete Punkte der Involution 
sind , so halbirt die Involutionsaxe den Winkel POP\ ist also PP' 
selbst, wenn ausserhalb des Kreises liegt, steht dagegen auf 
PP' senkrecht, wenn innerhalb desselben liegt. Die Doppel- 
punkte E^ F sind , wenn ausserhalb liegt , auf der PP' durch die 
Beziehung OP,OP'=z OE^ = OF^ ihrer Entfernung nach von be- 
stimmt, indem OE oder OF absolut genommen der von aus an den 
Kreis gelegten Tangente gleich ist. Fällt innerhalb des Kreises, 
so sind die Doppelpunktg E und F die Durchschnittspunkte des 
Kreises mit der auf PP' senkrechten Involutionsaxe , da auch in 

diesem Falle OE oder OF absolut = j/OP.OP' ist. Man kann 
demnach auch sagen : Es ist 

(PP'EF) = — 1 wenn ausserhalb des Kreises liegt, 
und [PP'EF] = — 1 wenn innerhalb des Kreises fällt. 

Da {PP'OM') = — 1 ist, so hat man, wenn M der Mittelpunkt 
des Kreises oder von PP' ist, nach §. 52X11. 0P.0P'=0M\ OM-, 

folglich sind E und F auch die { . . . } Doppelpunkte der 

^ imaginären > . 

Paare P und P , M und M , wenn die Punkte des einen Paares 

{ ... . } bezüglich des Abschnitts des andern Paares sind, 
i ungleichartig > 

öder wenn M' l , „ } des Kreises liegt. 

' ausserhalb ' 



Seehfttes CapiteL 

Von den geometrischen Verwandtschaften 

der Figuren, 



§. 133. 

Vorbemerkungen. Die ftltere Elementai^eometrie be- 
trachtet und benutzt drei Beziehungen der Figuren zu einander: die 
Gleichheit und Aehnlichkeit (Congnienz), die Aehnlich- 
keit und die (Flächen-) Gleichheit. Die zwei ersteren dieser 
Verwandtschaften bestehen allgemein darin , dass einem Punkte 
(Elemente) der einen Figur ein Punkt (Element) der andern nach 
einem gewissen Gesetze entspricht, welches das eigentliche Wesen 
der betreffenden Verwandtschaft charakterisirt. Jede Art diesefr 
Verwandtschaften führt dann zu einer gewissen Classe tou Sätzen 
und Aufgaben , wie sie in der Regel ein wohlgegliedertes System 
der Elementargeometrie hervortreten lässt. Betrachtet man nun 
die allgemeinen Bedingungen und Eigenschaften, unter denen zwei 
Figuren in einer dieser Verwandtschaften zu einander stehen, so 
findet sich, dass 

1) Figuren ähnlich gleich sind, wenn der gegenseitige Ab- 
stand je zweier Punkte der einen Figur dem gegenseitigen Abstände 
der entsprechenden Punkte der andern Figur gleich ist. Als eine 
Folge hiervon ergiebt sich für Figuren in einerEbene, dass zwischen 
allen entsprechenden Winkeln und Flächentheilen ebenfalls Gleich- 
heit besteht, dass je zwei Grade der einen Figur sich in Punkten 
schneide]?, welche für sich ein System bilden, dass dem aus den 
Durchschnitten der entsprechenden Graden der andern Figur ge- 
bildeten Systeme ähnlich gleich ist etc. 
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2) Zwei Figuren sind einander blos ähnlich, wenn die gegen- 
seitigen Abstände je zweier Punkte der einen Figur in denselben 
Verhälti^issen su einander stehen, wie die Abstände der entsprechen- 
den Punkte der andern Figur; oder wenn das Verhältniss ent- 
sprechender Abstände in beiden Figuren durchweg ein und dasselbe 
ist. (Das System der Punkte A, B, C, I>... ist dem von A\ ISl ^ C\ 

\ ,. / ^^ ^^ ^^ ^^ . .N 

D . . . ähnlich , wenn —7^, = -rrp = 77^ = wp = . . . = m ist). 

Als eine Folge hiervon ergiebt sich, dass bei ebenen Figuren auch 
awischen entsprechenden Winkeln und den Verhältnissen ent- 
sprechender Flächenräume Gleichheit statt findet. Desgleichen 
bilden die Durchschnitte je zweier Graden der einen Figur und die 
Durchschnitte entsprechender Graden der andern wieder ähnliche 
Systeme , deren einzelne Theile in demselben Verhältnisse zu ein- 
ander stehen, wie die gleichartigen Theile der ursprünglichen ähn- 
lichen Figuren. Ist das constante Verhältniss m der entsprechen- 
den Strecken AB : A'B' etc. der Einheit gleich, so geht die Aehn- 
liehkeit in die Aehnlichgleichheit über , welche letztere Verwandt- 
s<!^haft somit als specieller Fall der Aehnlichkeit dasteht. 

3) Zwei Figuren sind nach der gewöhnlichen Definition ein- 
imder gleich, wenn sie einerlei Flächeninhalt haben. Hiemach 
kann man sieh ein Dreieck einem Viereck oder irgend einem Viel- 
ecke gleich denken. Soll indess die Gleichheit ebenfalls wie die 
beiden vorhergehenden (und die folgenden allgemeineren) Ver- 
wandtschaften als eine Beziehung aufgefasst werden, womach einem 
jedem Punkte der einen Figur Ein Punkt oder allgemeiner Ein 
Element der andemFigur nach einem gewissen Gesetze entspricht; 
so muss der Begriff der Gleichheit in einer etwas engern Bedeutung 
g^Biommen werden, demzufolge *) : 

Zwei (ebene) Figuren oder Systeme von Punkten 
gleich genannt werden, wenn die durch irgend eine An- 
zahl Punkte bestimmten Fächentheile der einen Figur 
den Flächentheilen der andern Figur gleich sind, 
welche die entsprechenden Punkte zu Ecken haben. 

So ist das Viereck ABßD dem Viereck ÄB'C'D' gleich , wenn 
nicht nur diese Vierecke selbst, sondern auch die entsprechenden 



*) Mobius; Barycentr, Calcul §. 161, 
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FlÄchentheile ABC und A'B^C\ BCD und B'C'D' etc. gleichen 
Flächeninhalt haben. 

Dass ähnlich gleiche Figuren dieser Bedingung entspreclien, 
ergiebt sich nach 1) von selbst. Dass es aber auch eine so defi- 
nirte Gleichheit zwischen unähnlichen Figuren giebt, wird, sich in 
der Folge erweisen; desgleichen, dass je zwei Grade der einen 
Figur sich in Punkten schneiden , welche ein gleiches System bil- 
den mit dem aus den Durchschnitten der entsprechenden Graden 
hervorgegangenen in der andern Figur etc. Nicht minder wird sich 
ergeben , dass sowie die Aehnlichgleichheit als specieller Fall der 
Aehnlichkeit aufgefasst werden kann, ebenso auch die blose Gleich- 
heit als ein besonderer Fall einer anderen allgemeineren Verwandt- 
schaft sich ansehen lässt. Bei Systemen von Punkten, die in gra- 
den Linien liegen, fällt die Gleichheit mit der Aehnlichgleichheit zn- 
sammen, oder kann keine neue Verwandtschaft darstellen, weil die 
Bedingung derselben , nämlich die Uebereinstimmung der Figuren 
hinsichtlich des Flächeninhalts, nicht mehr vorhanden ist. 

Ausser den metrischen Verhältnissen zwischen Figuren, die 
in einer der angegebenen Verwandtschaft stehen , sind noch dieje- 
nigen Beziehungen zu bemerken, welche aus besondem Lagen der 
Figuren, je. nachdem sie in einer Graden oder in einer Ebene 
liegen, hervorgehen. Die dahin gehörigen Untersuchungen, welche 
bezüglich ähnlichgleicher und ähnlicher Figuren*) in der gewöhn- 
lichen Elementargeometrie erst in neuerer Zeit etwas mehr berück- 
sichtigt werden , treten für die allgemeineren Verwandtschaften in 
viel entschiedenerem Interesse hervor und decken den inneren Zu- 
sammenhang gewisser Gruppen von Sätzen auf, der weniger leicht 
auf anderem Wege zu ermitteln ist. 

In dem Folgenden sollen nun die genannten sowie noch einige 
allgemeinere Verwandtschaften an gradlinigen und ebenen Gebil- 
den dergestalt erörtert werden , dass von der allgemeinsten dersel- 
ben, der Collineation, der Ausgang genommen und dann durch 
Specialisirung gewisser Verhältniese und Bedingungen das Wesen 



*) Man vergl. eine dem Osterprogramm 1852 der Kreutzschule zö 
Dresden beigegebene Abhandlung von Dr. K. Baltzer, auch abgedruckt in 
Crelle'ß Journal Bd. 52. S. 142, in welcher die angezogenen Verhältnisse im 
Geiste der neueren Geometrie elementar gefasst und hinreichend vollstän- 
dig erörtert sind. 
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und der Zusammenhang der übrigen Verwandtschaften nach ihren 
hauptsächlichsten und wichtigsten metrischen wie Positionsverhält- 
nissen in Betracht gezogen wird. 

§. 134. 

Erklärungen, Wie bereits in einer Anmerkung zu §. 36 
vorläufig bemerkt worden ist, heissen zwei auf zwei oder einer 
Graden liegende Reihen von Punkten, oder kürzer zwei gradlinige 
Punktreihen collinear (nach Steiner: projectivisch, nach 
Chasles: homographisch), wenn jedes Doppelverhältniss von 
irgend vier Punkten der einen Reihe dem Doppelverhältniss der 
entsprechenden vier Punkte der andern Reihe gleich ist. Haben 
dabei die auf zwei Graden liegenden Punktreihen eine solche Lage, 
dass der Durchschnittspunkt der Graden als jeder Reihe angehörig 
ein selbstentsprechender ist , oder , was dasselbe bedeutet (§. 36, 
1 und 2), dass die Verbindungslinien entsprechender Punkte durch 
einen und denselben Punkt gehen , so heissen die coUinearen 
Systeme noch peVspectivisch oder collinear liegend (ho- 
molog). Desgleichen werden zwei Strahlbüschel collinear (pro- 
jectivisch, homographisch) genannt, wenn das Doppelver- 
hältniss von irgend vier Strahlen des einen Büschels dem Doppel- 
verhältnisse der entsprechenden Strahlen des andern gleich ist. 
Die collinearen Büschel heissen ausserdem noch perspectivisch 
oder collinear liegend (homolog), wenn der Verbindungsstrahl 
beider Mittelpunkte als beiden Büscheln angehörig ein selbstent- 
sprechender ist , oder mit andern Worten (§. 36, 3 u. 4) , wenn die 
Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen eine gradlinige 
Punktreihe bilden. 

In gleicher Weise werden zwei Systeme von Punkten und 
Graden in einer Ebene collinear genannt, wenn jede vier in einer 
Graden liegende Punkte sowie auch vier sich in einem Punkte 
schneidende Grade dasselbe Doppelverhältniss geben, wie die vier 
entsprechenden ebenfalls in einer Graden liegenden Punkte sowie 
die vier entsprechenden und auch in einem Punkte sich schnei- 
denden Graden des andern Systemes. 

Haben beide Figuren dabei eine solche Lage , dass die Ver- 
bindungsgraden entsprechender Punkte durch Einen Punkt gehen 
oder die Durchschnittspunkte entsprechender Graden eine grad- 



linige Piudcireike bOden, so heissen die Fignrcii coHinesf lie- 
gead oder perspectiTisch (nach Chades komolog). 

§. 135. 

Die Sätze des §.36, welche als Fundamentalsätze fiir die 
die Collineation gradliniger Systeme von Punkten und ebener 
Strahlbttsehel aneusehen sind , lassen sich nun auch in folgender 
Fassung wiedergeben : 

1) Gehen die Verbindungsgraden je aweier entsprechenden 
Punkte von zwei gradlinigen Punktreihen durch einen und denselben 
Punkt, so sind die Punktreihen collinear und perspectiviseh (haben 
perspectivischeLage), dabei ist der Durchschnittspunkt der Graden, 
auf denen die Reihen liegen, ein selbstentsprechender oder ein 
Doppelpunkt; und umgekehrt: die Verbindungsgraden je zweier 
entsprechenden Punkte von zwei coUinearen und perspeetiviscben 
Punktreihen gehen durch einen und denselben Punkt; die perspec- 
tivisehe Lage der collinearen Punktreihen findet jederzeit statt, 
wenn der Durchschnittspunkt der Graden, worauf sie lieg^i, ein 
selbstentsprechender oder ein Doppelpunkt ist. 

2) Liegen die Durchschnittspunkte je aweier entsprechenden 
Strahlen von zwei ebenen Strahlbüscheln in einer und derselben 
Graden, so sind die Strahlbüschel collinear und perspectiviseh; 
dabei ist der Yerbindungsstrahl der Mittelpunkte beider Bfischel 
ein selbsteatsprechender oder ein Doppelstrahl; und umgekehrt : 
Die Durchschnittspunkte je zweier entsprechender Strahlen von 
zwei collinearen und perspectivischen Strahlbüscheln liegen in ein 
und derselben Graden; die perspeetivische Lage der collinearen 
Büschel findet jederzeit statt, wenn der Yerbindungsstrahl der JiCit- 
telpunkte beider Büschel ein selbstentsprechender oder einDoppel- 
strahl ist. 

An diese schliessen sich als unmittelbare Folgerungen noch 
nachstehende Sätze: 

3) Lie>gen auf zwei Graden 8 und s' die coUinearen Punkt- 
reihen A^ B^ C^, . . A\ ^^ C\ . , imd wählt man auf der Verbin- 
dungsgraden Aä' zweier entsprechcmder Punkte zwei beliebigie 
Punkte S und S' als Mittelpunkte zweier Strahlbüschel SA^ SB, SC 
. • . , S'A' S'B\ S C' . ., 80 liegen die Durchschnittspui^Kte der ent- 
sprechender Graden SB und S'B^, SC und S'C\ . . in einer und 
4^f selben Graden. DennnachNr,2 sinddiecoUii»e«renStr«U- 
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büdcbdl mk den Mittelpunkten iS^und S' perspectivisch» folg- 
lich etG. 

4) Sind S und S' die Mittelpunkte zweier collinearen StraU- 
büsclrel a, by Cy. . , Oy b\ c , . , und legt man durch den Durch- 
sohnittspunkt^ zweier entsprechender Strahlen a wnda zwei Trans- 
versalen s und iy welche die beiden Büschel in zwei ^adlinigen 
Punktreihen A, B^ C, . . . A^ B" C' , , . schneiden : so gehen die Ver- 
bindungsgraden BB\ CC' . . . entsprechender Punkte von s und / 
durch einen und denselben Punkt. Denn die collinearen 
Punktreihen A, ByC. , . Ay B\ C\ , . sind nach Nr. 1 perspecti- 
visch, folglich u. s. w. 

§.136. 

L ehr satz. Sind AyByC,..yA\ B^y C\ . . (Fig. 55) zwei auf 
zwei Graden «und/ liegende coUineare Punktreihen, die aber im 
Allgemeinen nicht perspectivi^ch liegen , so schneiden sich je zwei 

Fig. 55. 



Grade wie AB' und A'By oder AC' und A'C oder BC' und B'C. . . . , 
welche von zwei beliebigen Punkten der ersteren Graden nach den 
in verwechselter Ordnnng genommenen zwei Punkten der anderen 
GvaidffH gezogen sind, in Punkten X, if, iV^. . ., die auf einer und 
derselben Graden lieget^. 

Denn bezeichnet ss' den Durchschnittspunkt der beiden Gra- 
den « und /und ist iS der zu ^'^entsprechende Punkt auf«, insofern 
«/eiAPui^t von 9 ist, femer 5' der dem «/ entsprechende Punkt, 
injkifeni $s der s angehört, so hat man nur zu beweisen, dass det 
DuvcfajBohnittspiidKt L zweier Graden wie AB^ und A 'B auf der SS' 
liegt. Letztere» folgt aber daraus, dass die Punkte A^ B y «/, S 
den Punkten A' y Bf y S'y ss collinear sind, folglich auch das von A 
attsgdumde Büsehel AA\ AB^y AS\ Ass dem von A' ausgehenden 
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Büschel A'A, A'B^ A'ss\ A'S collinear ist. Weil aber diese Büschel 
einen gemeinschaftlichen Strahl AA' haben, so sind sie perspecti- 
visch, folglich schneiden sich nach §. 135, 2 die drei andern Paare 
entsprechender Graden AE^ und A'B^ AS' und A'ss\ Ass' und -4 'S 
in Punkten Z, S\ S', welche in einer Graden liegen. Ebenso wird 
bewiesen, dass auch die Durchschnittspunkte ^, iV^. . . in der SS' 
liegen. 

§. 137. 

Zusätze. 1) Dazu drei Punkten A^ J5, deiner Graden stets 
drei beliebige A\ B\ C' einer andern Graden als collinear ent- 
sprechende angenommen werden können , so lässt sich der vorher- 
gehende Satz auch wie folgt ausdrücken : 

Werden auf zwei Graden zwei Reihen von drei 
paarweise einander entsprechenden Punkten ^, ^, C und 
A\ ^, C' beliebig angenommen, so schneiden sich die 
Diagonalen AB' und A'B^ AC' und A'C^ BC' und B^C in drei 
in grader Linie liegenden Punkten X, M, N. 

Da man ferner AB' CA' BC' A als ein zwischen zwei Grade s und 
s beschriebenes (einfaches) Sechseck oder als ein solches betrach- 
ten kann, dessen erste , dritte und fünfte Ecke, sowie die zw^eite, 
vierte und sechste auf je einer Graden liegen, so besagt derselbe 
Satz: 

Die Durchschnittpunkte der Gegenseiten eines 
zwischen zwei Grade beschriebenen Sechsecks liegen 
in einer und derselben Graden. (Satz des Pappus: Papp. 
Collect, VIL Lern. XIIL) 

Denkt man sich noch AA'^ BBf ^ CC' gezögen, so kann man die 
Figur als ein Viereck y^^'CC betrachten, das durch eine beliebige 
Grade B^ in zwei andere Vierecke AA'B'B und BB'C'C getheilt 
ist, und für welche die Graden -<4C' und A'C^ AB' und A'B^ BC'xnid. 
EfC die Diagonalen sind, also : 

Theilt man ein gewöhnliches Viereck AA'C'C durch 
eine beliebige Transversale BB' in zwei andere Vier- 
ecke AA'B'B und BB^C'C, so liegen die Durchschnitts - 
punkte Z, N, M der Diagonalen der beiden Theilvier- 
ecke und des ganzenVierecks in Einer Grad e n. 

2) Liegen die Punkte^,P,C, und^', ^, C perspectivisch, 
d. h. gehen die Graden AA', BBf ^ CC durch einen und denselben 
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Punkt P , so ist aücli der Durchs cbnittspunkt ss ein selbstent- 
sprechender (§. 135, 1) oder die Punkte S und S' fallen mit $/ zusam- 
men und die Grade ZiüfiV^ geht durch ss. Alsdann werden die 
Graden, ^^', ^ä', CC' durch den Punkt P und die Grade 
LMN harmonisch getheilt, oder die Graden s und /sowie 
s/P und Zil/iV sind Strahlenpaare eines harmonischen 
Büschels, wie sich nach §.60 oder 100, 2. Zusatz, sofort aus der 
Betrachtung der Vierecke ÄBfA'B^ BC'lBlC ergiebt, von denen je 
zwei Gegenseiten sich in ss\ L und N und je zwei Diagonalen in 
P schneiden. 

§. 138. 

Lehrsatz. Sind a^b^ c. , . a\h\ c\ , . die Strahlen zweier 
coUinearer Büschel S und S\ die im Allgemeinen nicht perspecti- 
visch liegen, so gehen die Verbindungsgraden je zweier Durch- 
schnittspunkte wie a'h' und a'h oder /, a*c' und a ,c oder »i, h'c 
und h' ' c oder «... durch einen und denselben Punkt, nämlich durch 
den Punkt s' s der beiden Strahlen s und s\ wovon die erste in dem 
ersten Büschel dem Strahle -SS' als einem dem zweiten angehörigen, 
und die zweite im zweiten Büchel derselben SS' als einem dem 
ersten Büschel angehörigen Strahle entspricht. 

Denn nach den Voraussetzungen des Lehrsatzes \^i sin {ah S^ s) 
=rz sin {a b' s' SS'), mithin nach den Bezeichungen von §. 37 

''\abSS's)^^{ab'sSSy 

Die beiden somit angedeuteten coUinearen Punktreihen sind 
aber wegen des gemeinsamen oder sich selbst entsprechenden 
Punktes a'a auch perspectiv isch, folglich gehen die Verbin- 
dungsgraden entsprechender Punkte a'b und a'b\ a 'SS' oder S' 
und a's\ a ' s und a SS' oder S durch einen und denselben Punkt 
(§. 135), d. h. weil die Verbindungsgrade von S' und a' s' nur /und 
die von a 's und S nur s sein kann, die Verbindungsgrade von a'h 
und a ' b' oder / geht durch ss'. Ebenso «v^ird bewiesen , dass 
auch^ die durch a ' c und a' . c , b'c und b' 'c u. s. w. gelegten Gra- 
den m, « u. s. w. sich in s's' treffen.* 

§. 139. 

Zusätze und Folgerungen. I) Da zu drei Graden a^b^c 
eines Büschels stets drei beliebige a', b', c eines andern Büschels 
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aU collinear entsprechende angenommen werden können, so kann 
man vorstehendem Satze auch folgende Fassung geben: 

Werden zu drei durch einen Punkt S gehenden Grraden «, 6, c 
drei beliebige andere ebenfalls durch einen Punkt S' gehende Orade 
üy b\ c entsprechend angenommen , so schneiden sich an^ die 
Yerbindungsgraden /, m, n der Diagonalpmnkte a * h' und a * 6, a'c 
und a'Cy b'c und b''c in einem und demselben Punkte. 

Da femer db'edbea ein von zwei Punkten aus besohriebenes 
(einfaches) Sechsseit, (dessen Ecken die DurcksehfBittspnnkte eoier 
jeden Graden mit der in der genannten Aufeinanderfolgen zanftehst 
vorhergehenden — oder folgenden Graden sind) oder ein solches 
bilden, dessen erste , dritte und fünfte Seite ebenso wie die zweite, 
vierte und sechste durch je einen Punkt gehen , so hat man auch 
folgenden Satz erwiesen: 

Die Verbindungsgraden der Gegenecken eines 
von zwei Punkten aus beschriebenen Sechsseits gehen 
durch einen und denselben Punkt. 

3) Liegen die Strahlbttschel S und S perspectivisch, d. h. 
sind die Dnrchschnittspunkte «*«', h'b\ cc'. .. entsprechender 
Strahlen auf Einer Graden p enthalten; so ist auch der Strahl SS' 
ein selbstentsprechender , oder die Strahlen i, s fallen mit SS' zu- 
sammen und der Durchschnittspunkt von /, m, n muss in SS' liegen. 
Alsdann sind die Punkte S und S' sowie p'SS' und l'm'n 
harmonische Punktepaare, d.h.(S,5', p'SS', l'm'n)=z — 1, 
wie sich nach §. 60 oder 100 Zusatz I) aus der Betrachtung des 
Vierseits a'b''a'b (oder b'c''b'*c) ergiebt , von dem je zwei Ge- 
genecken a'b oder S und a'b' oder S', ö'6'und a'b', a'a und 
b • b', femer die harmonisch sich schneidenden Diagonalen SS' , / 
nndp sind. 

§. 140. 

Aufgaben. Die vorhergehenden Sätze geben die Lösung 
und Begründung der Aufgaben: 1) zu einem gegebenen System von 
Punkten einer Graden ein anderes demselben coUineares in einer 
andern Graden zu constmiren, wozu drei Punkte als entsprechende 
dreien Punkten der erstem Graden bezeichnet sind; und 3) zu einem 
Strahlbüschel ein anderes demselben coUineares zu constmiren, 
wozu noch drei durch einen Punkt gehende Grade als entsprechende 
Strahlen des ersteren Büschels bezeichnet sind. Für beide Auf- 



gahen sind die Fülle zu ttntenscfaeiden, ob ytm den drei gegebenen 
Punkten (Graden) der zweiten Gr*den (de« zw^enBüsebels) ekier 
mit seinem enti^rechenden Punkte (eine mit ibrer entsprechenden 
Graden) der ersten Graden (des ersten Bü9ckels) in dem Durch- 
schaittspunkte beider Graden (in der Verbindungslinie der Mittei- 
punkte beider Büschel) zuMunmenflült, oder nieht, d. h. ob die ge- 
gebenen Systeme von Punkten (Graden) zugleich perspeetiviseh 
liegen oder nicht, 

L 1) Sind im ersteren Falle A, B, Cj.. .X iie gegebenen 
Punkte der ersteren Graden ty und A^ ^, C^ , die gegebenen P«dkte 
der zweiten Graden /, wobei also der Punkt 8*s' mit A identisch 
ist, und soll zu einem Punkte J^ ron « der enti^rechende ä' auf 
1 bestimmt werden, so dass {A9CÄ)=: (AlfCX'^ ist: so aehe 
man einfach die Verbindungsgraden Blf^ CC\ welche sich in P 
schneiden mögen, und dann die Grade PX^ welche die 8 im Punkte 
X' schneidet. (§. 36, 1. und §. m.) 

2) Desgleichen sind im ersteren Falle a^ b^ c , , . x die gege- 
benen Graden des ersten Büschels 5; a, b\ c die des zweiten S\ 
wobei die Grade 55' mit a zusammenfällt und soll zu einer Graden 
X von S die entsprechende x' in 5' bestimmt werden , so dass 
sin (abcx) = sin {ab' ex') ist: so ziehe man durch die Punkte b'b' 
und c'c die Grade p und nach dem Durchschnittspunkte p'x von 
S' aus eine Grade, welche die geforderte x' sein wird (§. 36, 3 und 
§.135). 

n. 1) Fällt andernfalls keiner der Punkte -<4', B\ C'der zwei- 
ten Graden s' mit seinem entsprechenden auf der ersteren Graden 
s zusammen, so kann man durch einen der Punkte von 5' z.B. durch 
A' eine beliebige Grade ^j legen und auf derselben von A' aus die 
Abschnitte A'Bi, A'C^^ . . A'X^ gleich und einstimmig resp.mitden 
Abschnitten ^^, ^C, . . . ^JT der Graden s abtragen, hierauf die^^j , 
C'C| ziehen und durch deren Durchschnittspunkt P und durch X^ 
eine Grade legen, welche die s in dem Punkte X' trifft. 

2) Fällt ebenso keine der Graden «', b\ c von S' mit ihrer 
entsprechenden in S' zusammen, so lege man von einem beliebigen 
Punkte S^ einer dieser Graden, z. B. der a an dieselbe die Winkel 
a^bi , a'^e^ . . • a'^Xx , welche gleich und einstimmig resp. mit den 
Winkeln itb^ a^c, , . a^x von S sind, ziehe durch dieDurchsehnitts- 
punkte der entsprechenden Straiilen bx*b\ (^*c eine Grade p, und 
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durch deren Durchschnittspunkt p'Xi mit x^ nach den Mittelpunkt 
S' eine Grade , welche die geforderte x' ist. 

Die beiden letzten Constructionen gründen sich ersichtlicher 
Weise auf die vorhergehenden sowie auf den für sich evidenten 
Satz , dass wenn ein System von Punkten oder Graden mit einem 
zweiten collinear liegt, und das zweite mit einem dritten völlig gleich 
(identisch) ist, das erste auch dem dritten collinear ist. 

III. Dieses zu Hilfe genommene dritte System in perspecti- 
vischer Lage kann auf noch andere Weise vertreten werden. , wie 
folgende allgemeine Lösungen derselben Aufgaben zeigen werden. 

J) Sind die Punkte A, B, C, . , , X der Graden s sowie A\ tf ^ 
C' der Graden s gegeben und soll zum Punkte X von s der ent- 
sprechende X' auf / bestimmt werden , so ziehe man durch, eins 
der Paare zugehöriger Punkte z. B. durch A und A' die Grade a, 
nehme auf derselben zwei beliebige Punkte P und P\ ziehe von 
Paus nach B^C^X die Strahlen 6, c, o:, sowie von P' nach Bf ^ C' 
die Strahlen h\ c und lege durch die Durchschnitte h ' b' oder B^ , 
c • c oder C, entsprechender Strahlen die Grade s^ , welche x in dem 
Punkte X^ treffen möge. Eine von P' nach JT, gezogene Grade 
X wird dann die / in dem gesuchten Punkte X' schneiden. 

Denn wegen der perspectivischen Lage der Büschel P und P' 
(§. 135) ist sin (rt, 6, c, a:) = sin (a, h\ c\ x') , mithin {ABCX) = 

Xa^b^Cx'), 

Zusätze. Man kann für die Punkte ^und X' gewisse sin- 
gulare Lagenverhältnisse voraussetzen, welche z.Th. auch auf ent- 
sprechende metrische Verhältnisse hinführen, wie sich in der Folge 
ergeben wird. 

a) Sei X der Durclischnittspunkt ss der beiden gegebenen 
Graden , so findet man den diesem entsprechenden Punkt S (5') 
auf der ersten (zweiten) Graden s {s) , insoweit ss als der zweiten 
(ersten) Graden / (s) angehörig betrachtet wird, wenn man von P' 
(P) nach s's die Grade P's's {Ps's') zieht, welche die s' in dem 
Punkte 5'i (5'/) schneidet, und von da aus nach P{P') den Strahl 
PS^ {P'S\) legt, der die s (/) in dem gesuchten Punkte S {S') 
treffen muss. 

b) Soll X {X') der unendlich entfernte Punkt auf der Graden 
s (/) sein, zu welchen der entsprechende J' (7) auf der Graden / (s) zu 
bestimmen ist, so ziehe man vonP(P') zur s{s') die Parallele «(t/), 
welche die Grade s^ in dem Punkte /, (//) schneidet und sodann 
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von P' (P) den Strahl PV, (P//) , der die / {s) in dem gesuchten 
Punkte /' (J) treffen muss. 

c) Die vorstehenden Constructionen des Punktes X' sowohl im 
Allgemeinen wie in den unter a) und b) bemerkten besondern Fällen 
vereinfachen sich etwas , wenn man für den Punkt P den Durcli- 
schnittspunkt A' der Graden a und / und für P' den Punkt a's 
wählt. (Vergl. §. 136 u. Fig. 55.) 

2) Sind die Strahlen a^b,c^ . ... o; des Büschels 5 sowie a, b\c 
des Büschels S' gegeben und soll zum Strahle x von S der ent- 
sprechende x' von S' bestimmt werden , so lege man durch den 
Durchschnittspunkteines der Paare zugehöriger Strahlen z.B. durch 
a • a oder Aj zwei beliebige Grade p und p\ von denen die erstere 
die Strahlen ft, c, . . . o; in den Punkten B, C, , , . X^ die andere p' 
die Strahlen b\c in B\ C treffe. Durch die entsprechenden Punkte 
B und B\ Cund C' lege man zwei Grade, die sich in S^ schneiden 
und ziehe die Grade SiX, welche die p' in X' treffen möge. Eine 
von X' nach S' gezogene Grade ist dann der geforderte Strahl x. 

Denn wegen der perspectivischen Lage der auf p und p' lie- 
genden Punktreihen (§. 135) ist {ABCX) = {AB'C'X') , mithin 
sin (abcdc) ^= sin {ab't'x^, 

Zusätze. Für die Strahlen x und x kann man ebenfalls ein 
besonderes Lagenverhältniss voraussetzen: 

a) Ist nämlich x die Verbindungsgrade SS' der beiden Mittel- 
punkte , so findet man den dieser entsprechenden Strahl s («') des 
ersten (zweiten) Büschels S (5'), insoweit x oder SS' als dem zwei- 
ten (ersten) Büschel S' (ß) angehörig betrachtet wird : wenn man 
den Durchschnittspunkt der SS'uvA der Graden p {p) mit-S'j durch 
die Grade s^ (s{) verbindet , welche die p {p) in dem Punkte p * s^ 
{p 's{) trifft, nach dem man von S {S') den geforderten Strahl s (/) 
zu ziehen hat. 

b) Da dem unendlich fernen Punkte einer Graden kein b e - 
eonderer Strahl des Strahlbüschels zur Seite gestellt werden 
kann , so giebt es hier zu 1 , b. keinen direct analogen Satz ; wenn 
auch die einander entsprechenden rechtwinkligen Strahlenpaare 
beider Büschel ähnliche metrische Beziehungen abgeben werden. 
(Vergl. §. 40. 2 a.) 

c) Die Construction des Strahles xiva Allgemeinen wie in dem 
besondem Falle vereinfacht sich etwas , wenn man für die Grade p 

Witzschel, neuere Geometrie. 14 
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den Strahl a des ssweiten Büschels S' und fiir p den Strahl a des 
ersten S wählt. • 

Metrische Verhältnisse und Gleichungen für die Col- 
lineation zweier Punktreihen oder Strahlbüschel. 

§. 141. 

Sind A^ By C drei Punkte einer Graden *, welche den Punkten 
A\ lEf ^ C' einer andern / entsptechend gesetzt werden, so ist der 
einem auf s beliebig angenommenen Punkte X entsprechende X' 
auf 8 durch die Eelation 

{ABCX) = {A'BfC'X') 
bestimmt. Löst man die symbolischen Ausdrücke auf, so ergiebt 
sich auch 

AX 
XB 

AC A'(f 
oder , weil j^ : -pr^ , aus gegebenen Abschnitten zusammen ge- 
setzt, als eine Constante anzusehen ist, deren Werth^=^ge8etzt wer- 
den möge, 

^_ .4;^ ^ A'X' _ 
XB~*' X'Bf' XB'rT~-' 
d.h. Sind die Punktreihen zweier Graden (die auch in 
Eine zusammenfallen können) einander collinear ent- 
sprechend, so ist das Verhältniss zwischen dem Ver- 
hältnisse der Abstände eines ^eden Punktes (X) von 
zwei festen Punkten {A^ B) der einen Graden und dem 
Verhältnisse der Abstände des entsprechenden Punk* 
tes (X') von den festen Punkten (-<i', B^ der andern Gra- 
den ein constantes (iL). 

Umgekehrt kann man von der Gleichung I. auf die CoUineation 
der beiden Punktreihen schliesgen, oder: Theilen die veränder- 
lichen entsprechenden Punkte X^ X' die Abschnitte AB^ 
A'B^ zweier Graden ^ und /so, dass die Verhältnisse 

"Fd» V^p> ^^^ Theile eines jeden Abschnittes in einem 

Constanten Verhältnisse stehen*, so bilden die Punkte 
auf den beiden Graden zwei col lineare Punktreihen. 
Denn sind C, Z> irgend zwei besondere Lagen des veränder- 
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lieben Pi^n]^te3 -T, ebensp C\ D'vqn X\ so;hat man nach derYor- 
aussetzung 

AC Ä'C - AD , A'Hf .^, . 



'.#-./ ^ ^ T\' 
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pder 

d. h. die Punkte A\ ^, C', D' sind den Punkten^, B^ C^J> <5olline*r. 

§. 142. 

Geometrische Bedeutung und Construction der 
Constante A. Nimmt man in der Gleichung L des vorhergehen- 
den §. den Punkt X' als den upendlicb fierj^en fler .Gic^^en / an, 
und bezeichnet den entsprechen<J^n auf jS i|iit /, .ßoih^t man,w^gen 
A'X' \X'B' = —\ 

_=_A, oder— = A. 

Desgleiclien giebt dieselbe Gleichung I., weup X der Me^d- 
lieh ferne Punjkt der Graden s und /' der ihm entsprechende i^uf 
s ist, AX'.XBz=:, — \ und 

:__ = _^,oder-^^=A 
Somit lässt sich die Gleichiing I. auch schreiben 

AX ^X^_AJ_ f_ B'r \ 

XB' x'Bf ~ Bj \r A'r )' 

Da der Punkt / von A und B unabhängig, den Werth des Verf^iljlt- 
nisses AJiBJ^-k bestimmt, so kann man auch für jeden gegebenen 
Werth yoja X dein Punkt /.gegen A und B seiner Lage bestimmen. 
Soll A = — 1 sein, so muss / den Abschnitt AB halbiren, desglei- 
chen auch /' den ^b^cbnitt A'Bf, Setzt man dagegen für l den 
Worth = + 1 voraus, so kann nach dem Verhältnisse AJ\BJ'=' l 
der Punkt / niu* der unendlich ferne der Graden AB sein , und da 
/ derjenige Punkt der ersten Graden ist, welcher dem unendlich 
fQJ::^.en der zweiten Graden entspricht, so ist bei collin^iarer 
Beziehung der Punkte zweier Graden mit der Annahme 
vonil = l der besondere Umstand verknüpft, dass dem 
unendlich fernen Punkte der einen Graden derunend- 

14* 
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lieh ferne Punkt der andern entspricht. Die Gleichung 
(I) vereinfacht sich für diesen Fall auf 

AX _ A'X\ 

XB~ X'B'' 
eine Beziehung , welche ausdrückt , dass die Punkt X^ X' die Ab- 
schnitte AB^ A'B^ ähnlich oder proportional theilen. Daher: 
Die collineare Beziehung zweier gradliniger 
Punktreihen geht in die einer geometrischen Propor- 
tion über, wenn dem unendlich fernen Punkte der ei- 
nen Beihe auch der unendlich ferne der andern ent- 
spricht. 

§. 143. 

Anderer Ausdruck für dieCollineation der Punkte 
zweier Graden. Die collineare Beziehung 

{ABCX) = {A'B'C'X') 
der festen Punkte A^ 5, C, und A\ B\ C' zweier Graden s und/ 
sowie der veränderlichen Punkte X und X' lässt sich auch noch 
auf andere Weise ausdrücken. Ist nämlich A' der unendlich ferne 
Punkt der zweiten Graden, B der unendlich ferne Punkt der ersten 
und bezeichnet man wie vorher mit / und /' die den Punkten A' 
und B entsprechenden Punkte auf der ersten und zweiten Graden, 
so vereinfachen sich obige Doppelverhältnisse auf 

JX.fX' =zJC.y& 
oder , weil das Product JC, J'C' aus Abschnitten zwischen festen 
Punkten besteht , also einer Constante ft gleich gesetzt werden 
kann: 

n. JX,J X '=^\iii 

d.h. Werden die Punkte zweier Graden zu einander 
in collineare Beziehung gebracht, so ist das Product 
{JX,J'X') aus den Abständen zweier entsprechender 
Punkte (Jf, X') von zwei festen Punkten (/, /') die den 

j unendlich fernen Punkten der beiden Graden ent- 

* sprechen, von unveränderlicher Grösse. 

j Der Satz gilt auch umgekehrt ; oder werden aufzwei Gr a - 

' den (s und 5') je zwei entsprechende Punkte (A'undX') 
so angenommen, dass das Product {JX.J'X') ihrer Ab- 
ständevonzweifestenPunkten (/und 7') constant bleibt 
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so bilden die dergestalt bestimmten Punkte X und X' 
zwei collineare Punktreihen auf den Graden {s und /). 
Denn sind X^ und X^ zwei Punkte der ersten Graden , X^ und 
X2 die entsprechenden der zweiten, so hat man 

oder 

Bedeuten nun Z7 und V' die unendlich fernen Punkte der Gra- 
den s und s\ so hat man auch, wegen X^U\X^U^= X^ü' i X^lf=:z.\^ 

J A^ J Aa J A^ J A^ 

xjj' xjj~xrü''''xr&' 

d. i. 

{Jüx,x;) = {ru'x^x^), 

oder 

{jux^x;) = {ü'j'x;x;), 

mithin sind die Punkte 7, Ü^X^, X^ der einen Graden den Punkten 
U\ J\ Xi\ X^ der andern coUinear entsprechend, und dabei /und 
/' die Punkte der ersten und zweiten Graden , welche den unend- 
lich fernen U' und U der zweiten und erstei> Graden zugeord- 
net sind. 

§. 144. 

Dritter Ausdruck für die Collineation gradliniger 
Punktreihen. Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse 

{ÄBXC)—{A'B'X'C') 
zwischen den auf beiden Graden entsprechenden Punkten folgt 
auch nach §.27, HI. die Beziehung 

{ABXC) + {A 'X'B 'C') == 1 
oder, wenn man die Ausdrücke auflösst und die Verhältnisse zwi- 
schen den festen Abschnitten > 

BC ^^'_ 

AC^'"' Wl' — '' 

setzt , 

eine Gleichung, welche ebenfalls die collineare Beziehung der ver- 
änderlichen Punkte X^ X' auf den beiden Graden s und s ausdrückt 
und für welche die Punkte A^ J9, C' an kein besouderes Yerhältniss 
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geknüpft sind, während man B und ff ald einander entsprecbende 
Punkte anzusehen hftt. 

Man kann daher den drei Punkten A^B^ C' besonder e La- 
gen zuweisen, wodurch die' Goefficienten v und it entsprecliender 
Weise besondere Werthe bekommen. Namentlich kann man 
einen oder zwei dieser Punkte als die unendlich fernen derGrraden 
s oder/ annehmen und bezeichnet man den jedesmal entsprechen- 
den in der anderb Graden s oder s wie oben mit J' oder /, so er- 
halt man aus DI. oder aus (ÄBXC) + {A'X'ffC') = 1, 

a) wenn Ä als der unendlich ferne von s angenommen, also der 
entsprechende A'- auf / mit J' bezeichnet wird: 

Bc , ffy C'X' 

TTT ^ J_ ' ^^ 1 

b) wenn A und ff die unendlich fernen Punkte auf s und s' 
sind, ihre entsprechenden.^ 'und B auf / und « mit /' undJ 
bezeichnet werden: 

* JC , CK' 

mb. ^ + «"c'jr'=i; 

c) wenn A und C die unendlich fernen Punkte der Graden s 
und s sind und deren entsprechende Ä und C auf s und $ 
mit /' und / bezeichnet werden : 

BJ , B'r 

Die letzten beiden Gleichungen (IIIc.) für die collineare- Be- 
ziehung der veränderlichen Punkte' X und X' sind wegerf ihrer 
Symetrie und der einfachen geometrischen Bedeutung der Coeffi- 
cienten v'" und n" besonders bemerkenswerth. Sind daher -^, A' 
zwbi andere entsprechende' Punkte der collinearen Puhktreihen, 
auf 'beid^n«Graden , so hat man ausser der Gleichung 



noch die beiden 



und 
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BJ B'f _ 
Bä'^ B[A'~^' 



AJ A'r __ 
AX'*' A'r^^' 



von denen je zwei Gleichungen die dritte involviren. 

§. 145. 

Zusätze. 1) Die Gleichung (Die.) lässt eine bemerkens- 
werthe Eigenschaft der Punkte zweier Graden, welche in collinearer 
Beziehung zu einander stehen , erkennen. Man wird nämlich 
auf der einen Graden 5 (/) von einem festen Punkte -ß, 
(B') aus einen Abschnitt ^A, {B'X') bestimmen können, 
der seinem entsprechenden B^X\ {BX) gleich und zu- 
gleich demselben entweder gleichsinnig oder entge- 
gengesetztist. Denn setzt man in der Gleichung (HI c.) BX^ == 
B'X{^ so erhält man 

BX, = B^X,' = v''' + n\ 
oder, wenn die Werthe für v" und 7t'" wieder eingesetzt werden: 

BX^ = WX{ = 5/+ B^J\ 
Setzt man dagegen BX^=s — B^X^ voraus, so ergiebt sich für 
diese Abschnitte 

BX, = — BrX,' = v'''—n' 

~BJ—BfJ\ 

Nimmt man z. B. an , dass der Durchschnittspunkt S beider 
Graden s und / ein selbstentsprechender ist , mithin die auf densel- 
ben liegenden collinearen Punktreihen zugleich perspectivisch sind, 
so kann man B und Bf mit S zusammenfallen lassen. Ist femer B 
der Durchschnittspunkt aller Verbinclungögraden je zweier ent- 
sprechender Punkte der Punktreihen (der Projectionspünkt), so fin- 
det man die Punkte/ und J' auf s und s einfach dadurch, dass man 
von P aus zwei Parallelen zu /und s zieht, welche die b und / in 
den Punkten / und /' treffen. Die einander gleichen und gleichge- 
richteten Abschnitte ergeben sich dann einfach durch 

sXy^ — sxi = sr^ SJ\ 
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sowie die entgegengesetzt genommenen Abschnitte durch 

SX^ = — SX^' = SJ— SJ\ 
nachdem man für beide Graden s und / den positiven Sinn vorher 
festgesetzt hat, was auch durch Ertheilung bestimmter Vorzeichen 
den Abschnitten SJ und SJ' geschehen kann. Die Bestimmung der 
Abschnitte SX^ = SX/ oder 5A, = — SX^' erhält unter andern in 
der Aufgabe des Apollonius vom Verhältniss- und Kanm- 
schnitt besondere Bedeutung. 

2) Sind die Punktreihen auf den beiden Graden s und / ein- 
ander ähnlich, entsprechen sich also die beiden unendlich fernen 
Punkte beider Graden , wofür man die beiden correspondirenden 
Punkte B , £^ annehmen kann , so giebt die Beziehung {ABXC) + 
{A'X'JTC') = 1 die Gleichung 

AX , C'X' 

vAX+nC'X' ~i 
für die proportionale Theilung der Graden 5, / durch die veränder- 
lichen Punkte Xy X\ Diese Gleichung reducirt sich leicht auf die 
in 142 bemerkte für denselben Fall ; denn aus 

AX , C'X' , :, AX , C'X' 

1c + FT = '''^''ac='+7^ 

folgt sofort 

AX A'C' + C'X' A'X' 



AC A'C A'C 



§. 146. 



/ • 



Vierter Ausdruck für die Collineation gradlimger 
Punktreihen. Setzt man in der Gleichung (§. 141) 
AX A ' X' 

^= ^-j^Y ^^^^ ^^' ^^ —k.BX. A'X\ 

in welcher k irgend eine Constante bezeichnet , BA + AX für BX 
und A'B'^BfX' für A'X\ so erhält man 

{\ — k)AX.:eX''\-kB'A\AX^kAB.:eC'^kAB,A'B^=^, 
oder wenn man die constanten Grössen 

resp, mit X, fi, v bezeichnet : 

IV. AX.gr + I.AX+ |x^^'+ 1/ = 0} 
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eine Gleichung, welche ebenfalls die collinear e Be- 
ziehunng der Punkte -T und JT' auf den Graden 5 und / 
ausdrückt. Denn auch umgekehrt; nimmt man auf zwei Graden 
s und / von zwei festen Punkten A und ^ aus zwei veränderliche 
Abschnitte AXy I[X\ welche an die Relation 

gebunden sind, so bilden die Punkte X undX'zwei collineare Punkt- 
reihen. Der Nachweis dessen wird zugleich die geometrische Be- 
deutung der Goefficienten A, ft, v geben. Lässt man nämlich 

1) den Punkt JT mit A also X' mit A' zusammenfallen, so giebt 
die Gleichung 

1) ^^'^' + v = 0; 

2) fällt X mit B , und X' mit B ' zusammen, so erhält man 

2) X,AB + v — 0\ 

3) nimmt man X als den unendlich fernen Punkt der Graden 5, 
folglich X' als den Punkt J' an , so ist 

3) ^/' + A = 0; 

4) und wenn X' der unendlich ferne Punkt von s\ also X der 
Punkt / ist : 

4) ^+^=0. 

Hieraus ergeben sich für die Goefficienten der Gleichung IV. 
die Werthe 

X = /'i5'; |x = /^; v = AB,B'y = B'A\AJ, 
und wenn man sie in IV. substituirt, so kommt 

AX. WT + r^' . AX-^^JA . ^r + AB . B'r = 
oder 

{JA + AX) B'X' + (XA + AB) B'f = 0, 
d. i. JX. B'X' +XB.B'r=:0 oder JX: BX = ^/' : ffX' 
folglich 

BX~ Bfr ' BX "•" Bir ~ ^ 

Bj_ B'y _ 

BX + B'X' ~ 
welches die Gleichung (III. c) §. 144 ist. 

Die Bestimmungsgleichungen 1) — 4) für die Goefficienten 
^) f*> V geben noch eine Bedingungsgleichung an, nämlich 

v — AJB.Bff = B'A\AJ oder 

AJ B^r 



AB B'A 



r • 
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BQdet man nun ans diesen einfaclien Verhältiässen mit Hilfe 
der nnendlich fernen Punkte U und Ü' der Graden 8 und s' Doppel- 
verhältnisse, nämlich 

/£ jv _ rff jy 

AB' ÜB~WT'T^" 
d.i. 

(JBäV) = {J'A'B'U\ 
oder 

(,AÜJB) = {Ayü'B^, 
so geben diese die collineare Beziehung der Punkte A^ Uy J, B und 
A\ J\ ü\ Bf zu erkennen. Dasselbe ergiebt sich auch auf dem 
oben gezeigten Wege. Denn aus 

AJ Bf3' 
AB^WZ ^^^^ 
Ai B^y ^ AB— A3 , lE^y 

^-ab'='-'WY''^'''-aF-'^WZ^' 
d.i. 



BJ BJ__ 
BA^ FT~^ 
oder die zweite der drei zu Ende yön§. 144 bemerkten Relationen. 

§. 147. 

Allgemeinste Gleichung der Collineation zweier 
gradliniger Punktreihen. Setzt man in der Gleichung (TV) 
statt der Coefficienten A, f*, v die gefundenen Wertfre ein und divi- 
dirt sie hierauf durch AJ. Bfl\ so erhält man zunächst 

AX BfT ÄK Bfl* 4--^^ — 
AJ " 'ST' AJ ~ YT "*" ZT ~^' 

:^A' 

wobei das letzte Glied auch ^ > heissen kann. Führt man mun 

die unendlich fernen Punkte JJ und V der Graden s und s in der 
Gleichung ein, welche den Punkten T und J auf / und 5 ent- 
sprechen , und bildet aus den einfachen Verhältnissen Doppelver- 
hältnisse, so bleibt vorstehende Gleichung unverändert in folgender 
Form: 

(AX^ Ar\ (Bfr ^y\_AX AJ_ 

\xv' ju) * \TW ' Tip') XU' Jü 

BfX ^£_^(^ AJ^_^A^ BTJ' V 
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Da diese Gleichung nur Doppelverhältnisse, enthält , so bleibt 
sie auch giltig, wenn auch U und TJ' nicht mehr unendlich ferne, 
sondern irgend zwei Punkte C und D\ mithin / und /' die ent- 
sprechenden D und C' bedeuten. Man hat somit für die coUineare 
Beziehung der veränderlichen Punkte X und X' auf den Graden s 
und s die allgemeine Gleichung: 

V. {ACXD) (JBfL'TC) — {ACXD) — {B'JD'TC) + {ACBD) = 0, 

in deren letztem Gliede man auch (JBfD'ÄC'^ ^={ä'C'B^D') setzen 
kann. In dieser Gleichung als der allgemeinsten sind die vorher- 
gehenden mit enthalten und können daraus abgeleitet werden, wenn 
man für gewisse entsprechende Punkte besondere Lagenverhält- 
nisse voraussetzt. 

§. 148. 

Metrische Relationen für collineare Strahlen- 
büschel. Nach den in §.35 u. f. entwickelten Principien und 
Lehrsätzen müssen bei collinearen Strahlenbüscheln die metrischen 
Relationen, insoweit sie aus Doppelverhältnissen zusammengesetzt 
sind , oder dieselben implicite enthalten , ganz den zwischen colli- 
nearen Punktreihen gleichgebildet sein und aus jenen abgeleitet 
werden können, wenn man nur statt der betreffenden gradlinigen 
Abschnitte die Sinusse der Winkel des Strahlbüschels einsetzt. An 
die Stelle der unendlich fernen Punkte der Graden s und s\ sowie 
der Punkte J und J' treten hier zwei auf einander rechtwinklig 
stehende Strahlen der Büschel S, S' ein , durch deren Einführung 
die Ausdrücke sich ähnlicher Weise vereinfachen, wie es oben für 
gradHnige Punktreihen sich herausgestellt hat. 

1) In ganz ähnlicher Weise wie in §. 141 ergiebt sich aus der 
Bediiiglmgsgleiehung sin {ahcx)z=zsin {ab'cx) für zwei collineare 
Büschel S und S 

-. sin a'^x sin a'^x 

stn X sin h x 

wobei X für 



sin €^c sin a^c 



sin b'^c ' sin h''^c 
gesetzt worden ist^ 

Werden dabei die Graden a , h senkrecht zu einander ange- 
nommen , so ist sin c^x : sin b'^x = ig al"x , und wenn dieselbe Vor- 
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anssetzung für d und 6' gemacht wird, sin a'^x -.sin b'*"x == lg d*^x \ 
damit geht die Gleichung I. über in 

I b. ig a'^x :=zX' .ig d'^x\ 

worin A' = ^gr a'^c : ig d'^c 

ist. 

Diese Gleichung kann auch ausgedrükt werden durch 

ig d^x . ig h^'^x = Jl', 
d. h. Das Product aus den Tangenten der Winkel, 
welche irgend zwei entsprechende Strahlen mit den 
ungleichnamigenSchenkeln der entsprechenden rech- 
ten Winkel einschliessen, ist constant. (Vergl. II. in 

§. H3.) 

Der Bedingung (Ib) genügen auch zwei Büschel, [deren Win- 
kel paarweise einander gleich sind, und entweder gleichsinnig oder 
entgegengesetzt gerichtet sind. Ihre Gleichung fst einfach 

I c. dx = + d^x 

und geht aus der vorhergehenden hervor , wenn A = + 1 gesetzt 
wird. Die Büschel kann man in dem einem Falle als einstim- 
mig gleich, im andern als entgegengesetzt (symmetrisch) 
gleich bezeichnen. 

2) Wie in §. 144 die Gleichung III. für coUineare Punktreihen, 

ergiebt sich auch für zwei coUineare Strahlbüschel die Gleichung 

TT sin dx , sin c^x 

AI- V . .^ +yg -r--7;^,=rl, 

sin b X sin b x 

worin die beiden Constanten, v, n die Werthe 

sin b'^c sin d'^d 

sin a c sm c a 

haben und &, d zwei entsprechende , dagegen a und c irgend zwei 
andere Strahlen bedeuten. 

Wird a senkrecht auf b , c senkrecht auf d vorausgesetzt , so 
hat man 

+ 7-77^:7= ^ oder 



IIb. ( igb'-x • igd'^x 

vig dx + 7t ig c'^x = 1 

In der letzten Gleichung ist nur nicht ausser Acht zu lassen, 
dass a und c nicht mehr zwei beliebige, sondern zwei zu den ent- 
sprechenden Graden ft, d senkrechte Strahlen sind. Die erstere 
Gleichung giebtzu erkennen, dass es in jedem von zwei col- 
linearen Büscheln zwei Winkel giebt, die ihren ent- 
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sprechenden gleich sind, von denen der eine gleichsin- 
nig, der andere entgegengesetzt gerichtet ist. Die bei- 
den dieser Bedingung genügenden Winkel sind durch die Relation 

tg h'^x =iv jr_n 
bestimmt. 

3) Die Gleichung V. endlich (§. 147) lässt sich nach ihrer Zu- 
sammensetzung aus Doppel Verhältnissen unmittelbar auf Strahl- 
btischel übertragen: 
sin (acocd) sin (h'd'xc) — sin (acxd) — sin {b'd'x'c) + sin (acbä) == 0. 

§. 149. 

Collineare Punktreihen auf einer und derselben 
Graden. Haben die coUinearen Punktreihen auf zwei Graden 
s und / perspectivische Lage, ist also s's' ein selbstentsprechender 
Punkt und gehen die Verbindungsgraden AA\ BB\,, durch einen 
und denselben Punkt P (den Projectionspunkt); so kann man die 
den unendlich fernen Punkten U und ü' der beiden Graden ent- 
sprechenden Punkte J und /' mittels zweier durch P und den Gra- 
den s und / parallel gelegter Strahlen bestimmen. Da nun die 
entsprechenden Abschnitte s's'J und s's'J' ihrer Grösse nach nur 
von der Bedingung, dass die Punktreihen coUinear sind, abhängen, 
d. h. constant sind für jede beliebige Lage der Graden s und s\ so 
hat das Parallelogramm PJs'sJ' constante Seiten und nur die Win- 
kel desselben verändern sich, wenn die eine Grade z.B. / um den 
Durchschnittspunkt s ' / herumgedreht wird. Denkt man sich bei 
dieser Drehung von s' die Grade s fest, also auch den Punkt / 
unveränderlich, so beschreibt der Projectionspunkt P eine Kreis- 
linie , deren Mittelpunkt J und deren Halbmesser PJ = s's'J' ist. 
Fallen dabei die beiden Graden 5, / auf einander, so liegt der 
Punkt P auf der Graden von 5*/ um die Strecke *•// + s's'J' ent- 
fernt, je nachdem der Winkel s's' = oder 180®. Bezeichnet man 
die erstere Lage des Punktes P mit jP, , für welche s'sPi = s's'J 
-j-s'/J' ist, und die andere mit Pj) ^ür welche s's'Pz=: s's'J — s's'J' 
ist, so ist leicht einzusehen, dass in beiden Fällen in den Projec- 
tionspunkten P, oder Pg zwei entsprechende Punkte der Graden s 
und / bei deren Aufeinanderlegen in gleicher oder entgegengesetz- 
ter Eichtung (wenn äV = oder 180 ° ist) in einen Punkt zusam- 
mengefallen sind , dass also ausser s*s' in dem einen Falle noch Pj 
in dem andernFalle noch Pj ein Doppelpunkt ist. Es fragt sich 
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nun , ob bei irgend einer andern, nicht perspectivischen Lage der 
Graden Sy s\ wenn sie beliebig aufeinander gelegt werden , auch 
dergleichen singulare Punkte anzutreffen sind. 

Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir von der allgemei- 
nen Gleichung für die Collineation zweier gradliniger beliebig ge- 
legener Punktreihen aus : 

AX.B'X' + X . AX+fiB'X' + V = 0, 
worin A und B' zwei beliebige feste Punkte auf beiden Gra- 
den bedeuten. Fallen aber die beiden Graden zusammen, so kann 
man für B" auch den Punkt A nehmen, wofür die Gleichung 

AX.AX' +;i.^jr+|[i^x'+v = o 

wird , und wenn dann auch zwei entsprechende Punkte X und X' 
zusammenfallen oder ein Doppelpunkt werden sollen, so ist die 
Bedingungsgleichung dafür: 

1) Zf *+ (k+ii) AX+ i; = 0, 

welche im Allgemeinen zwei und höchstens nur zwei Werthe für 
AX anzeigt, so dass es also zwei Punkte und nicht mehr giebt, 
welche als Doppelpunkte bezeichnet werden können. 

§. 150. 

Zusätze. 1) Setzt man in der Gleichung (l) für ^, ff, v die 
oben in §. 146 angegebenen Werthe ein, so erhält man mit Berück- 
sichtigung, dass A und B' denselben Punkt bedeuten, 

Jr«— {AJ+ AJ') AX + AJ.AA' = 0, 

wobei J, J' die dem unendlich fernen Punkte der Gnaden ent- 
sprechenden Punkte bezeichnen , insofern letzterer resp. der zwei- 
ten oder ersten Punktreihe angehört. Sind also E und F die bei- 
den dieser Gleichung entsprechenden Punkte, so hat man für diese 

AE+AF = AJ + AJ\ 

Bezeichnet man mit den Mittelpunkt des Abschnittes JJ^^ so 
ist auch der Mittelpunkt von EF oder : 

Die Mitte der beiden Doppelpunkte ist die Mitte 
der beiden Punkte, welche in den beiden Punktreihen 
dem unendlich fernen Punkte derGraden entsprechen. 

Da 2^0 = AJ + AJ' ist, so geht die Bedingungsgleichung für 
die beiden Doppelpunkte über in 

2) AX'^—^A0.AX+AJ.AA' = 0. 

i) Da in der Gleichung 2) der Punkt ^ ein beliebig fester 



— 233 — 

Punkt der Graden ist, so kann man ihn mit depi Punkte zusam- 
menfallen lassen und wenn Qf dann den Punkt bezeichnet, welcher 

* 

in der zweiten Punktreihe dem Punkte d,er ersten entspricht , so 
hat man für die Bestimmung der Doppelpunkte die einfacher^ 
Gleichung 

Ol* + OJ.0ö'=0, 

oder weil die Mitte von 3^ ^ folglich OT ^^ — ÖJ ist, 

( 0^*— 0J'.00' = 0, und 

Hiemach ist die Construction der Doppelpunkte auf die 
einer mittleren Proportionale zwischen den Abschnitten OT und 00 
zurückgeführt. Die Punkte E und F werden in der Graden selbst 
liegen , oder wie man gewöhnlich sagt , reell sein, ^enn OJ und 0€( 
gleichgerichtet, oder J und 0' auf einer und derselben Seite von 
aus liegen. Dagegen sind E und F auf eine durch gelegte 

Senkrechte in denr Abstände j/Tv7ÖÖ' oder ]/0J. 0(f von aus 
zu verlegen, wenn J' und 0' den Punkt zwischen sich haben, oder 
wenn J und 0' auf einerlei Seite von aus liegen. (§. 101 und 103.) 
3) Setzt man in dem allgemeinen Ausdrucke I. §. 141 für die 
beliebigen Punkte A und B die Doppelpunkte E und F ein, welche 
auch die entsprechenden Punkte A' xa^AB' vertreten, so erhält man 

EX EX. _ EX EX 

Jx^'^fF ''^^'' Fx' Jr^ 

d. i. (EFXX') = A. 

Wird also eine Strecke ^^ nach constantem Dop- 
pelverhältnisse k in den veränderlichen Punkten -T, X' 
getheilt, so bilden alle in den Doppelverhältnissen 
zuerst gestellten Theilungspunkte X eine Punktreihe, 
die der aus denzuletzt gesetzten Theilung sp unk tenJT^ 
zusammengesetzten Eeihe coUinear ist. 

Ist dabei >l = — 1 » so wird die Strecke EF durch X und X' 
stets harmonisch getheilt, folglich stehen je drei Paare zusam- 
mengehöriger Punkte X, X' in Involution (§. 79, 3), deren Dop- 
pelpunkte E und F sind. 

§. 151. 

Dopp,e<lpunkte ähjilicher, einstimmig gleichet und 
symmetrisch gleicher Seihen. 1) Sind die beiden auf einer 
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Graden liegenden Pnnktreihen ähnlich, so ist der eine ihrer 
Doppelpunkte der unendlich ferne Punkt der Graden, 
Denn die allgemeine Gleichung für* die Collineation der Reihen, 
deren Doppelpunkte E und F sind, 

{EFXX') =\XX'EF) = X 
geht, wenn der eine Doppelpunkt Fder unendlich ferne Punkt der 
Graden ist, in das einfache constante Yerhältniss 

EX _^ 

EX * 

über, welches die ähnliche oder proportionale Theilung der 
Graden durch die veränderlichen Punkte X, X' anzeigt. 

2) Die Construction des endlich gelegenen Doppelpunktes E 
ist in diesem Falle sehr einfach. Sind die ähnlichen Punktreihen 
durch die Punkte -4, A' und B^ S^ bestimmt, so hat man 

AX__ AB 



A'X A'B' 

und wenn JT, X' in den Doppelpunkt E zusammenfallen: 

AE AB 



,/ • 



A[E A'B' 

Legt man also durch -4 und A' zwei Parallelen, auf denen man 
die Abschnitte ^ßj , A'B^ gleich resp. AB und A'B^ in gleicher oder 
entgegengetzter Kichtung abträgt , je nachdem AB und ^'^ gleiche 
oder entgegengesetzte Richtung haben , und zieht dann die Grade 
BiB^j so schneidet diese die AA' in dem Punkte E, 

Oder legt man durch einen beliebigen Punkt G ausserhalb der 
Graden AA' zwei Kreise, von denen der eine noch durch A und B\ 
der andere durch A' und B geht und schneiden sich diese Kreise 
in einem zweiten G\ so triflFt die gemeinschaftliche Sehne GG' die 

j jf • -rt T-k AE AB _ _ AE A E ^ -w^^ „ 

AA m E, Denn aus —r== —7-^ folgt ■^t; = -wt; oder AE . B E 

A E AB BE B E 

— A'E.BE^GE.G'E. (M. s. §. 83.) 

3) Setzt man weiter voraus , dass das constante Verhältniss 
EX: EX' = A = — 1 ist , so liegt der Doppelpunkt E in der Mitte 
eines jeden von zwei entsprechenden Punkten X, X' gebildeten Ab- 
schnitts, so dass die beiden Punktreihen einander gleich aber von 
entgegengesetzter Richtung oder wie man auch sagt, sym- 
metrisch gleich sind. 

4) Nimmt man die Constante EX: EX' = A == + 1 an, so* muss 
ausser F auch E der unendlich ferne Punkt der Graden sein, oder 
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es fallen die beiden Doppelpunkte in dem unendlich 
fernen Punkte der Graden zusammen; man hat dann 

d. h. die beiden Punktreihen sind einander gleich und von dersel- 
ben Richtung oder einstimmig gleich. 

§. 152. 

Bedingungsgleichungen für das Zusammenfallen 
der beiden Doppelpunkte in einem einzigen. Die qua- 
dratische Gleichung für die Doppelpunkte zweier in einer Graden 
liegenden collinearen Punktreihen : 

kann nach der Beschaffenheit der Constanten zwei verschiedene 
reelle , zwei gleiche , oder auch zwei complexe Wurzeln geben. 
Sollen die Wurzeln gleich sein, oder die Doppelpunkte in 
Einem zusammenfallen, so muss 

Sein , oder wenn man für A und ^ , die geometrischen Ausdf ücke 
X = —AJ, fi — ^AJ\X + iiL = — {AJ+Ar) = — 2A0, wo 
die Mitte von JJ' bezeichnet, einsetzt: 

Hiemach ist die Bestimmungsgleichung des Doppelpunktes 

aT^—2A0AX + ÄÖ^ = 0, oder 
AX — AO, 

d.h. Die Doppelpunkte fallen in dem Mittelpunkte 
des Abschnittes JJ' zusammen. 

Die Gleichung (§. 149) der Collineation der Punktreihen für 
diesen Fall geht dann über in 

A) AX,AX'—Ar.AÄ'—AJ.AX' + ÄO^=0. 

Da der feste Punkt ^^ willkürlich verlegt werden kann, so lasse 
man ihn erst mit zusammenfallen ; alsdann wird aus vorstehender 
Gleichung : 

OX. OX' — OJ\ 0^.~ OJ. 0^' = 
oder weil 0J'= — OJ ist, 

B) OX . OX' — OJ . XX' = 0. 
Hieraus folgt, dass das Verhältniss 

OX.OX' 
XX' 

Witzschel, neuere Geometrie. 15 
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con9tantist. Für zwei entsprechende Punkte A, A' ist dem- 
nach 

OX. OX' _ OA.OA ' 

~xx' ~~~ÄÄ'~ 
oder wenn OX' — OX statt XX\ OA' — OA statt AA' gesetzt und 
die Gleichung beiderseits umgekehrt wird : 

eine der einfachsten Gleichungen der CoUineation dieser Art grad- 
liniger Punktreihen. 

Giebt man derselben die Form 

J 1 J 1_ 

ox~OA~öT oT' 

so folgt auch daraus 

OX ^ ^ OX' . 

Nimmt man in dieser, sowie in der vorhergehenden C) den 
Punkt y^' als den unendlich fernen der Graden, setzt also J für ^, 
so erhält man noch 

1 1 1 



und 



OX 0X'~ OJ 



OX 

D') —.oj+or = o. 

Setzt man ferner in der letzten Gleichung OA' + XX' für 0X\ 
so giebt diese 

oder endlich 

. E) OX^+JX.XX'=0. 

§. 153. 

Eigenthümlichkeiten zweier collinearer Theil- 
ungen derselben Graden, wenn deren Doppelpunkte 
imaginär sind. Wie bereits §. 150, 2 bemerkt worden ist, sind 
die DoppelpunTtte imaginär, wenn die Abschnitte 00\ OJ' entgegen- 
gesetzte Kichtung haben, wobei 0' der dem Punkte entsprechende 
Punkt der zweiten Eeihe ist. 
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Construirt man hierauf nach deü Principien von §. 102 ft. d. f. 
die imaginären Doppelpunkte, indem man auf einer durchJO geleg- ^ 
ten Senkrechten die Abschnitte 



OE = —OF— j/OJ, 00' 
abträgt, und zieht von £ (oder F) nach A', X' und J die Graden 
EX, £X\ EJ,. so findet sich, dass der Winkel XEX' (oder XFX') 
von constanter Grösse und gleich dem Winkel EJO 
{FJO) i s t. 

Denn lässt man in der allgemeinen Gleichung für die collineare 
Theilung einer Graden: 

JX.AX'—AJ\AX—AJ,AX' + AJ.AA' — 
den Punkt für A und 0' für A' eintreten, so erhält man zunächst 

OX. OX' — 0J\ OX— OJ. OX + ÖJ. 00' = 
oder , weil 0/ == — OJ' ist, 

OX, OX' + OJ. OX— OJ, OX' +OJ,00'—0 

und wenn man durch OJ. 00' = OE^ dividirt, 

OX OX' OJ 



/OX 0X'\ 
; \0E OE ) 



7+777-, 7r7;--7T7r+ 1--0 



d. i. 



folglich 



OE ' OE' ' OE 



lg OEX. ig OEX' + -^ {ig OEX—tg OEX') +1=0 

OE 



^9 0EX'-igOEX._qE^^^^j^ 



1 + ig OEX' ig OEX OJ 

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber 

ig{OEX'—OEX) = tgXEX', 

mithin 

XEX' == EJO = Const. 

Den Winkel EJO oder dessen Tangente kann man abhängig 
betrachten von der Strecke 0/ oder 07', wenn 0E^= — 00' ,0J' 
= 00' .OJ constant gedacht wird, und damit erhält zugleich 00' 
eine bestimmte Grösse und Richtung; mit andern Worten: nimmt 
man den Punkt E und den Punkt /, oder /' zuerst an, und be- 
stimmt die übrigen Punkte , 0', /' oder J auf der Graden nach 
den erwähnten Beziehungen , so hat man auf der Graden //' drei 
zugeordnete Punkte, nämlich 0, /, Z7, und 0', U, J' — wenn 27 den 
unendlich fernen Punkt der Graden vorstellt — , welche die colli- 
neare Beziehung der beiden auf der Graden liegenden Punktreihen 

15* 
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XwaiAX' hinreichend bestimmen, nämlich derjenigen Punkte, von 
denen aus die zugeordneten Schenkel EX^ EX' einen constanten 
Winkel (= EJO) bilden. Hieraus schliessen wir : 

Lässtman einenWinkel von constanterGrösse sich 
um seinen Scheitel drehen, so bestimmen seine Schen- 
kel auf einer festen Transversale zwei collineare 
Punktreihen, von deren zwei ünaginärenDoppelpunkten 
der eine der feste Scheitel des Winkels ist. 

Ist der um seinem Scheitel sich drehende Winkel ein rechter, 
so bestimmen seine Schenkel eine involutorische Theilung der 
Graden. (M. s. §.76, 3 u. §. 155.) 

§. 154. 

Anderweite Gleichungen für die collineare Theil- 
ung einer Graden, l) Zwei collineare Punktreihen auf der- 
selben Graden können ausser durch die Gleichung in §. 149 auch 
ausgedrückt werden durch 

2) AX. KX' + l (AX— gX') + V = 0. 

Denn nimmt man in der allgemeinen Gleichung IV) §.146 
AX ,B'X'— B'f . AX— AJ. BX' + AJ. B^A' ^ 
die Punkte A und B' so an, dass 

B'J'^—AJ 
ist, und setzt dann die Constante AJ=X^ so ergiobt sich die Gleich- 
ung 2). 

Die Bedingung B'J' = — AJ giebt zu erkennen, dass ^und5' 
gleichweit von 7, J' also auch von abstehen und zwar sind heide 
Punkte zugleich entweder innere oder äussere des Abschnit- 
tes //'. 

2) Die collineare Theilung der Graden lässt sich femer aus- 
drücken durch 

3) AX, B'X + yXX + d = 0. 

Nimmt man wieder B' so an, dass B'J' = — AJ ist und setzt dann 
in der Gleichung 

AX, BfX' + AJ. AX—AJ. B'X' + AJ. B'A' = 
AX' — AB' für B'X'j so kommt 

AX.B'X' + AJ{AX—AX') + AJ {AB' + B'A') = 
oder 

AX. B'X' — AJ. XX' +AJ.AA' = 
folglich u. s. w. 
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Lässt man in der Gleichung 3) für Ä den Doppelpunkt E ein- 
treten , so fällt wegen B^J' = — AJ oder OB' =rr — OA auch B^ mit 
F zusammen und der Abschnitt AA' wird = 0, womit die Gleichung 
3) tibergeht in 

3 a) EX. FX' — EJ, XX' = 0. 

Nimmt man dagegen in 3) für den Punkt A den Punkt an, so 
muss auch B' mit zusammenfallen und die Gleichung 3) erhält 
die Form: 

3b) OX, OX' — OJ. XX' + OJ. 00' = 0. 

3) Die coUineare Theilung einer Graden lässt sich endlich noch 
wiedergeben durch : 

Denn setzt man in der vorhergehenden Gleichung 3 b), 0X+ XX' 
für OX' ein , so erhält man 

Ol« + (OA'— OJ) XX' -j- OJ.00'^^0 
oder 

OX* + JX. XX' + OJ. 00' = 0, 
folglich u. s. w. 

§. 155. 

Involutorishe Theilung einer. Graden als beson- 
derer Fäll der collinearen Theilung. Schon oben in 
§. 150, 3, sowie in §. 153 ist eines besonderen Falles Erwähnung 
gethan , in welchem die coUineare Theilung einer Graden in eine 
involutorische übergeht. Dieses findet nun jedesmal statt, wenn 
in der Gleichung für die CoUineation (§. 149) 

AX. AX' + XAX + H AX' + 1/ = 
die Coefficienten X und fi einander gleich sind. Die Gleichung 
geht dann über in 

AX.AX' + k {AX+ AX') + r = 0, 
in welcher X mit X' ohne sie zu ändern vertauscht werden können, 
da die Abschnitte AX^ AX' in ihr symmetrisch vorkommen. Man 

\ Punktreihe und 
zweiten ' 

izTireiten ) 
I angehörig ansehen, 
ersten ' 

Darin nun , so wie in der Gleichheit der Doppel Verhältnisse ent- 
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sprechender Puukte, die bei der CoUineation mit vorausgesetzt ist, 
besteht eben das Wesen der Involution (§. 65). 

Umgekehrt: hat bei einer coUinearen Theilung einer Graden 

Ein beliebiger Punkt der Graden, als der { . [Theilung an- 

t zweiten ' 

erste B ' 
Theilung , so ist die Grade involutorisch getheilt und es bestellt die 
Gleichung 

als eine charakteristische für diese Theilung. Es seien A^ B^ C drei 
beliebige feste Punkte der ersten, A ', B\ C' die ihnen entsprechen- 
den der zweiten Theilung, und seien X und A^'zwei entsprechende 
Punkte der Art , dass 

sowohl {ABCX) = {A'B'C'X') 

als auch {ABCX') = {A'B'C'X) 

ist, so ergiebt sich durch Elimination von C und C' nach §. 31 

{ABX''X) = {A'B'XX') 
d. h. die Puuktcpaare* ^ und A\B und ^', X und A[' sind in Invo- 
lution. Sodann giebt die CoUineation der Punkte A, B , C, X und 
A\ B\ C\ A" die Gleichung (§. H9) 

AX,AX'+IAX + iiAr + v = 
und ebenso die CoUineation von A, B, C, X' und A\ B\ .C\ X 

AX\AX+}iAX' + fiAX+v = 0. 

Aus diesen Gleichungen folgt durch Subtraction 

k {AX—AX ') + |it {AX' — AX) ~ 
oder 

(A — fi) {AX— AX') ={k — ii) rx = 0, 
folglich 

da X^X den Voraussetzungen nach nicht = sein kann. Mithin 
ist die Gleichheit der Coefficienten A und fi oder die daraus hervor- 
gehende obige Gleichung bezeichnend dafür, dass irgend ein Punkt 
X als der ersten oder zweiten Theilung angehörig in der zweiten 
oder ersten Theilung X' zum entsprechenden hat, d. h. dass durch 
die veränderlichen Punkte JC und X' die Grade involutorisch 
getheilt wird. 
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§. 156. 

Zusätze. 1) Jede der Relationen, welche ausdrücken, dass 
zwei auf derselben Graden liegende Punktreihen collinear sind, 
wird nach dem vorhergehenden Satze in dem besonderen Falle, dass 
die veränderlichen Punkte X und X' symmetrisch in 
der Gleichung vorkommen, also ohne Störung derselben mit 
einander vertauscht werden können, eine involutorische 
Theilung der Graden ausdrücken ; und umgekehrt kann man 
als Bedingung dafür, dass eine die Collineation zweier Reihen aus- 
drückende Gleichung zugleich eine involutorische Theilung 
der Graden andeutet, die Symmetrie der Gleichung be- 
züglich der entsprechenden Punkte A^ und JC' aufstellen. 

Diese Symmetrie ist natürlich nur dann vorauszusetzen, 
wenn die Punkte X und X' auf einerlei Anfangspunkt bezogen sind^ 
wie in der Gleichung des vorhergehenden §. 

AX. AX' + ;L {AX+ AT) + v = 
oder wie in den folgenden 

(^i^Xr') = — !,(§. 150, 3) 
OX,OX'=fA, (§.143) 

Tx^^~Äjr' ^^•***^ 

deren jede eine involutorische Theilung einer Graden durch die 
Punkte JTund X' anzeigt. 

2) Sind in dem betreffenden Gleichungen die veränderlichen 
Punkte X und X' nicht auf dieselben Anfangspunkte bezogen , so 
kann man für die Involution die Bedingungsgleichung zwischen den 
CoefficLenten dadurch ermitteln, dass man festgesetzt, einbelie- 
biger Punkt habe de*nselben entsprechenden, mag er der einen 
oder andern Theilung angehörig betrachtet werden. Hierzu kann 
auch der unendlich ferne Punkt der Graden benutzt werden, z. B. 
Die allgemeinere Gleichung für die Collineation der durch X und 
X' bestimmten Reihen auf derselben Graden ist 

1) AX. B'X' + kAX + fi B'X' + v = 0, 

in welcher A = J'B' und ^==iJA ist. Soll nun der unendlich ent- 
fernte Punkt der Graden denselben entsprechenden Punkt haben, 
mag man ihn der ersten oder zweiten Theilung zugehörig betrach- 
ten, so müssen die Punkte / und /' einen und denselben Punkt vor- 
stellen, und man hat demnach 
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JA = J'J, oder fB^ — JA = AB\ 
folglich 

als Bedingung: gleichung für die involutorische Theilung der 
Graden durch Punkte X, X\ welche der Gleichung 1) genügen. 

3) In dem besondem Falle, dass von beiden collinearenBeihen 
ein Doppelpunkt der unendlich ferne Punkt der Graden ist, oder 
dass die Grade proportional getheilt ist, hat man nach §. 145,2 die 
Gleichung 

AX'\'XB'X' = v, 
oder 

AX-^-kAX'r^zv + XAff. 

Setzt man nun A = 1 , so kann man in letzterer Gleichung .V 
mit X' vertauschen, ohne dieselbe zu verändern, folglich drückt 
die aus dieser Annahme hervorgehende Gleichung 

AX+ ffX' — V 

aus, dass die Grade durch A'und X' auch involutorischgetbeilt 
wird. Der andere Doppelpunkt ist dann offenbar die Mitte eines 
jeden zwischen zwei entsprechenden Punkten enthaltenen Ab- 
schnitts XX\ 

§. 157. 

Involutionen von Punkten zweier auf einer Graden 
liegenden collinearen Punktreihen. Sind^, B^ C,,.A\ 
B", C\ . , die entsprechenden Punkte zweier auf einer Graden lie- 
gender Punktreihen, so sind die beiden Doppelpunkte ^, f 
mit den verwechselten Punkten von je zwei Pnnkte- 
paaren, wie z. B. mit ^und B\ A' und B in Involution. 

Da nämlich nach §. 153, 3 

(^ABEF) = {A'B^EF\ 
so ist auch nach §. 27, I. 

{ABEF)^{B'A'FE). 
d. h. nach §. 65 die Punktepaare A und B\ B und A\ E und Jsind 
in Involution. 

Hieraus folgt wieder nach §.76, 1, dass die drei Kreise, welche 
über AB^^ A'B und EF als Durchmesser beschrieben werden, durch 
dieselben zwei Punkte gehen; und dass drei Kjreise, welche durch 
einen und denselben Punkt G der Ebene gelegt sind und zu Sehnen 
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die reäp. Abschnittet^', Ä'B und ^i?* haben, durch einen und den- 
selben zweiten Punkt G' hindurchgehen. 

Diese Sätze behalten nach §. 131, 4 u. 6 ihre allgemeine Gil- 
tigkeit, auch wenn die beiden Doppelpunkte E^ F imaginär sind. 

§. 158. 

Lehrsatz. Zwei coUinear getheilte Grade s und s' können 
immer so auf einander gelegt werden, dass die coUinearen Theil- 
ungen eine Involution bilden. 

Denn nach §.145, I können zu zwei entsprechenden Punkten 
J und A ' immer zwei andere B und B' gefunden werden , dass die 
entsprechenden Abschnitte AB und A'lf einander gleich sind. 
Wird nun die zweite Grade s so auf die erste gelegt, dass B> mit 
A und B mit ^'zusammenfällt, so ist, wenn noch CundD der ersten 
Theilung den Punkten C' und B' der zweiten entsprechen , wegen 
{ABCB) = {A'^C'D') auch {AA'CB) = {A'AC'B'), welches aber die 
eine Involution hinreichend bezeichnende Gleichung ist. (§. 155 
und §. 65.) 

§. 159. 

Construction der-Doppelpunkte ^,jPund desMittel- 
punktes derselben, wenn drei Paare entsprechender Punkte 
A^ B, C nndA', ^, C' zweier auf einer Graden liegender collinearer 
Punktreihen gegeben sind. Die Involution je zweier verwechselter 
Punktepaare mit i^und Fgiebt nach Analogie von §. 83, 2 und 3 
folgende Constructionen an die Hand. 

1) Durch einen beliebigen Punkt G der Ebene lege man zwei 
Kreise, welche zu Sehnen bezüglich die Abschnitte AB' und A'B 
haben und sich in einem zweiten Punkte C' schneiden. Desgleichen 
lege man durch G zwei Kreise, welche zu Sehnen bezüglich die 
Abschnitte AC' und A'C haben und sich in dem Punkte C schnei- 
den. Endlich ziehe man durch 6?, G\ G' einen Kreis, welcher die 
Grade ABCA\ . , in zwei reellen oder imaginären Punkten -K und F 
schneidet , welche die gesuchten Doppelpunkte sind. Berührt 
letzterer Kreis die Grade , so fallen die beiden Doppelpunkte (im 
Punkte 0) zusammen. — Sind zwei der gegebenen Punkte z. B. B 
und C' der unendlich ferne Punkt der Graden, also J' für ^ und 
/ für C zu setzen, so vereinfacht sich die'Aufgabe und Lösung. Zu 
den Punkten A^ J und A\ J' findet man einfach die Doppelpunkte, 
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wenn man die Graden GA and GA zieht , welehe resp. die Kreise 
durch GAJ' und GA'J in den Funkten C'und G'' schneiden^ hierauf 
wie vorher durch G, G\ G" einen Kreis legt u. s. w. 

3) lieber den Abschnitten AB^, BA\ AC\CA' als Durchmesser 
beschreibe man Kreise, von denen die zwei ersten laG und G\ die 
beiden letzten in G " und G'" sich schneiden, der durch G, G\ G'\ d' 
gelegte Kreis bestimmt dann auf der Graden ABC die gesuchten 
Doppelpunkte. 

Nimmt man, wie oben, die beiden Punkte B undC' als in dem 
unendlich fernen Punkte der Graden vereinigt an, und bezeichnet 
die entsprechenden Bf und C mit /' und / ( so dass die collineare 
Theilung der Graden durch die Gleichui^ 

3x.rx=jA,yA' 

angedeutet sein kann), so vereinfacht sich die letztere Construction 
der Doppelpunkte dadurch, dass der über dem unendlich grossen 
Abschnitt A'B als Durchmesser beschriebene Kreis in eine durch 
A' gelegte Senkrechte und ebenso der über -4C' beschriebene Kreis 
in die durch A gelegte Senkrechte übergeht. Daher : 

Ueber A'J als Durchmesser beschreibe man einen Kreis und 
errichte in A' eine Senkrechte über A'J^ die den Kreis in ^trifft. 
Desgleichen beschreibe man über AT als Durchmesser einen Kreis 
und errichte in A ein Perpendikel, dass den Kreis in ^Ä' treffe. 
Endlich lege man durch <3l und <3l' einen Kreis, dessen Mittelpunkt 
in AÄ liegt, so giebt dieser die Doppelpunkte E und ^ 9.vS.AÄ an. 
Der Mittelpunkt des letztern Kreises muss den Abschnitt £^hal- 
biren, ist mithin als der Halbirungspunkt von i3' gegeben; deshalb 
braucht man nur einen der beiden Punkte <3t, <Sl' au bestimmen. 

Verlegt man den Punkt A in die Mitte des Abschnitts JJ 
und wird der entsprechende Punkt A' mit 0' bezeichnet, so ist der 

Halbmesser des letztgenannten Kreises 0<Ä = yoO' . OJ' ein Aus- 
druck der bereits in §. 150, 2 entwickelt worden ist. 

§. 160. 
Collineare Strahlbüschel mit demselben Mittel- 
punkte. Haben zwei collineare Strahlbüschel S und S' perspec- 
tivische Lage , so schneiden sich entsprechende Strahlen in einer 
gradlinigen Punktreihe ^, welche als der perspectivische Durch- 
schnitt der Büschel zu bezeichnen ist. In dem unendlich entfem- 
tenPunkte U desselben werden sich auch zwei entsprechende Strah- 
len M und u treffen , welche beide dem perspectivischen Durch- 
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schnitte p parallel sind. Bewegt man nun das eine Büschel S' sich 
selbst parallel, so dass sein Mittelpunkt S'auf dem beiden Büscheln 
gemeinschaftlichen Strahle SS'' bleibt , so werden auch die beiden 
Strahlen u und u' sich selbst und dem perspecti vischen Durchschnitte 
p parallel bleiben, letzterer aber dabei seine Lage fortwährend ver- 
ändern, so wie 5' auf der Graden SS' fortrückt. Kommt dabei das 
eine Büschel S' auf das andere zu liegen, so dass derselbe Strahl 
SS ein gemeinschaftlicher bleibt , so werden auch die Strahlen u 
und u auf einander und mit dem perspectivischen Durchschnitt p 
zusammenfallen. Man hat also bei diesen concentrischen 
Strahlbüscheln in perspectiyis eher Lage zwei Doppelstrahlen, näm- 
lich SS' und u oder w'; es fragt sich nun, ob auch bei beliebiger 
Lage der beiden in einem Mittelpunkte vereinigten Büschel ent- 
sprechende Strahlen auf einander fallen. 

1) Zur Beantwortung dieser Frage kann man von der allge- 
meinen Gleichung V.§. 148,3 ausgehen, die auch, wenn man die sym- 
bolischen Ausdrücke der Doppel Verhältnisse auflöst und hierauf 

- sin a^'d sin h''^c ,.,..,« i , ^ , , . , 
mit — : — — . -: — j—. multiplicirt, folgende Gestalt erhält: 
sm (tc stn cd 

sin a^x sin h'^x sin b'^^c sin a'^x sin (td sin h'^'x' 

sin c^x ' sin d'^^x' sin i'^c ' sin c'^x sin d^d ' sin d'^x 

sin d"h sin h''^(f 

Stn CO sind c 

worin man noch für das letzte Glied setzen kann: 

51« af^d sin b''^d 

sin c'^d ' sin d'^d ' 

Nimmt man nun für das Zusammenfallen der beiden coUinearen 

Büschel an, dass die willkürlich anzunehmenden Strahlen b', d', 

resp. über a und c zu liegen kommen, und sind 1 und i' die beiden 

Strahlen, welche resp. in dem ersten und zweiten Büschel dem 

Strahle c entsprechen, insofern derselbe dem zweiten und ersten 

gehörig betrachtet wird, sind also i und i' für d und c zu setzen; 

so geht obige Gleichung über in 

sind^x sina^x' sindi' sind'x sind^i sind^x 



sin c^x ' sin c^x' sin c'^i' ' sin c'x sin c^i' sin c'^x' 

. sin di sin d^d 
stn et stn c a 
Sollen dann die beiden Strahlen x und <c auf einander fallen , so 
hat man für diese die Bestimmungsgleichung : 
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«t«* a'^x (sin a^i sin a^i'\ sin a^x sin aH sin a^a 

sin* c^x \sin c'^i sin d^i ) sin c'^x sin c'^i ' sin d^d ' 

woraus im Allgemeinen abzunehmen ist, dass es zwei und nicht 
mehr Doppelstrahlen in den vereinigten Büscheln giebt. 

Dieses ergiebt sich einfacher auch daraus, dass wenn man die 
mit den Mittelpunkten auf einander liegenden collinearen Büschel 
durch eine Transversale schneidet, auf dieser zwei collineare Punkt- 
reihen bestimmt werden, nach deren Doppelpunkten offenbar die 
Doppelstrahlen gerichtet sind. 

Nimmt man die beiden beliebig gewählten festen Strahlen ä, c 
senkrecht auf einander an , so geht die allgemeine Gleichung für 
die CoUineation der beiden Büschel in folgende über : 

ig a^x ig a'^x' — tg a'^i' . ig a^x — ig a'^i ig a'^x + ig OL^d ig a!^i = 0, 
und die für die Doppelstrahlen in 

ig* a^x — {ig a^i + ig a'^t) tg a^x + tg a^d tg a^i = ö. 

Bezeichnend und/* die beiden Doppelstrahlen, so hat man nach 
der ersten in §.148 bemerkten Gleichung für die CoUineation der 
Strahlbüschel 

sin {efxx) = A, 
und wenn die Doppelstrahlen auf einander senkrecht sind: 

tg ex : tg ex' = A, 
oder 

tg ex tgfx = X (m. s. §. 1481b.). 

2) Die Doppelstrahlen können auch imaginär werden und 
zwar nach den vorstehenden Bemerkungen, sowie nach §. 153 je- 
desmal, wenn ein Winkel a'^d von constanter Grösse sich um 
seinen Scheitel dreht, dessen Schenkel die entsprechenden Strahlen 
der beiden Büschel mit gemeinschaftlichem Mittelpunkte -abgeben. 
— Uebrigens kann man jedes Büschel mit imaginären Doppel- 
strahlen als mit einem durch einen constanten Winkel erzeugten 
perspectivisch ansehen. Denn schneidet man das erstere durch 
eine beliebige Transversale, so entstehen auf derselben zwei colli- 
neare Punktreihen, deren Doppelpunkte imaginär oder diejenigen 
Punkte der Ebene sind, von welchen aus jeder Abschnitt der Trans- 
versale zwischen entsprechenden Punkten oder Strahlen unter con- 
stantem Winkel erscheint (§. 153). Dreht man nun dieses zweite 
System von Strahlen , deren Mittelpunkt einer jener imaginären 
Doppelpunkte ist, um die Transversale aus der Ebene heraus, ver- 
bindet den imaginären Doppelpunkt in dieser Lage mit dem Mittel- 
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punkte des gegebenen Büschels durch eine. Grade , so erscheinen 
von jedem Punkte dieser Graden aus die Winkel des gegebenen 
Büschels mit den aus der Ebene herausgehobenen gleichen Win- 
keln des zweiten Büschels perspectivisch, folglich u. s^ w. 

3) Entspricht in zwei collinearenconcentrischen Strahlbüscheln 
einem Strahle , mag er dem ersten oder zweiten Büschel zugehörig 
betrachtet werden, ein und derselbe Strahl, so sind die Strahlen 
beider Büschel in Involution. Dies lässt sich auf dieselbe AVeise 
darthun , wie es oben §. 155 und 156 bezüglich der involutorischen 
Theilung einer Graden erwiesen worden ist. 

Diese Bedingung ist erfüllt , wenn in den betreffenden Gleich- 
ungen, welche die CoUineation der concentrischen Büschel aus- 
drücken , die beiden veränderlichen entsprechenden Strahlen x, x 
symmetrisch verbunden vorkommen. Die Involution der 
concentrischen Strahlbüschel wird daher durch nachstehende Gleich- 
ungen angedeutet (s. §. 148) : • 

1) sin {efxx) = — 1, 

wo e, f die Doppelstrahlen der Büschel sind. 



/ / 



^v sm a X , stnax 

2) ::v— .r- = ^ 



stn a ^x sin ax ' 



wobei a und a irgend zwei entsprechende Strahlen sind. 

3) tg o'^x lg o'^x = A, 

wenn o einer der beiden zugeordneten zu einander senkrechten 
Strahlen ist, von welchen immer ein Paar in einem involutorischen 
Strahlbüschel vorhanden ist (§. 88). Letztere Gleichung entsteht 
aus der vorhergehenden, wenn man unter a, a eben dieses senk- 
rechte Strahlenpaar versteht. 

wo a, d zwei beliebige entsprechende Strahlen sind; oder 

tgb^x + igcx =1^ 
wenn hyC zwei auf den entsprechenden Strahlen a , a senkrechte 
Grade sind. 

5) lg a^x lg a'^x + A {lg a'^x + lg «V) + y = 0, 

wobei a irgend ein Strahl ist. 

Aus dem Satze zu Ende von §. 148 und der Bedingung für die 
Involution zweier concentrischer Strahlbüschel folgt, dass immer 
zwei collineare Büschel so auf einander gelegt wer- 
den können, dass entsprehende Strahlen involuto- 
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rische Strahlenpaare abgeben. (§.159.) Hieraas folgt mit 
Bücksicht auf §. 88 weiter: 

Sind irgend zwei Büschel collinear, so giebt es in 
dem einen immer zwei auf einander senkrechte Strah- 
len, deren entsprechende in dem andern Büschel ancli 
auf einander senkrecht sind, und zwar im Allgemeinen 
nur ein Paar. 

Bemerkung. Die CoUineation zweier Punktreihen oder Strabl- 
büschel, für welche die charakteristischen Merkmale nnd Ausdrücke in dem 
Vorhergehenden angegeben worden sind, iSsst sich aach noch durch eise 
ganz allgemeine Beziehung wiedergeben, in welcher die entsprechenden 
Punkte oder Strahlen zu einander stehen: Wenn in zwei Graden, jede als 
eine Reihe von Punkten betrachtet (in zwei Systemen von durch je einen 
Punkt gelegten Graden oder Strahlen) ein Punkt der einen Graden (ein 
Strahl des einen Systems) einem undnur einemPünkte (Strahle) der 
andern Graden (des andern Systems) entspricht und umgekehrt, so stehen 
die zusammengehörigen Punkte beider Graden (die zusammengchörigeQ 
Strahlen beider Systeme) in collinearer Beziehung. Denn die Beziehung 
der entsprechenden Punkte (Strahlen) beider Graden (Systeme) muss sich 
durch eine Gleichung zwischen zwei Veränderlichen wiedergeben lassen, 
die rein algebraisch oder ohne Beimischung von Transcendenten und den 
Voraussetzungen gemäss vom ersten Grade für jede Variabele ist, wenn die- 
selben die Abschnitte (Winkelfunktionen) der entsprechenden Punkte (Strah- 
len) gegen zwei oder einem festen Punkt (Strahl) bedeuten. Solchen Be- 
dingungen entsprechen ab^r die für die CoUineation bezeichnenden Gleich- 
ungen : 

AX.B'X''{'XAX'{-(iB'X''^v = (§.146) 
und 

ig ii^x tg V'x '^liga^X'{'(Atg h'^x + v = (i u. §. 148, 3). 

Diese allgemeine Eigenschaft collinearer Systeme von Punkten, die 
in einer Graden liegen , oder von Strahlen , die durch einen Punkt gehen, 
wird sich auch wieder finden bei der CoUineation der Systeme von Punkten 
und Graden, welche in einer Ebene enthalten sind. 

CoUineation ebener Figuren. 

§. 161. 

Wie bereits in §. 134 bemerkt worden ist, sollen zwei Systeme 
von Punkten und Graden in einer Ebene collinear heisseh, wenn 
Punkte den Punkten und Grade den Graden in beiden Systemen 
sich so entsprechen, dass je vier in einer Graden liegende Punkte 
sowie je vier in einem Punkte sich schneidende Grade des einen 



— 239 — 

Systems dasselbe Doppelverhältniss geben, wie die vier entsprech- 
enden ebenfalls in einer Graden liegenden Punkte , sowie die vier 
entspreebenden und auch durch einen Punkt gehenden Graden des 
andern Systems. Es kommt zunächst darauf an, nachzuweisen, 
dass dieser aufgestellten Definition auch ebene Figuren entsprechen 
können. Dieses wird sich aus nachstehender allgemeinen dm-, 
struction coUinearer Figuren ergeben : 

Seien ABC, ÄB'C' zwei beliebige Dreiecke , X ein beliebiger 
oder veränderlicher Punkt in der Ebene des ersteren; zieht man 
nach demselben von ^ und ^ aus die beiden Graden ^X, BX^ welche 
die Seiten C^ in <Sl , CA in |J treffen und dadurch die Verhältnisse 
^C:^B, ^CipA bestimmen — und nimmt man auf den Seiten C'B' 
undC'A'des andern Dreiecks zwei Punkte ^' und |l' dergestalt, dass 

^^ ^B~^J^' pA~^P'A' 

ist, wobei X und fi zwei Constanten sind , zieht hierauf die Graden 
A '<5l', B'p\ welche sich in X' schneiden : so ist das System aller 
so bestimmten Punkte X' collinear dem von den Punkten X gebil- 
deten, d. h. l) liegen vier Punkte X in einer Graden, so ist das- 
selbe auch der Fall mit den vier entsprechenden Punkten X' und 
das Poppelverhältniss der vier Punkte X ist dem der vier ent- 
sprechenden X' gleich. 2) Gehen ferner vier Grade x oder <Ä|^ in 
der ersten Figur durch einen und denselben Punkt, so ist dies auch 
der Fall mit den entsprechenden vier Graden o;' oder <Ä'|I' der zwei- 
ten Figur und das Doppelverhältniss der vier ersten Graden ist dem 
der vier letzteren gleich. 

Beweis. 1) Zunächst ist leicht zu erweisen, dass wenn der 
Voraussetzung gemäss der veränderliche Punkt X eine Grade be- 
schreibt, die denselben bestimmenden veränderlichen Punkte ^ 
und p einer Eelation des ersten Grades genügen von der Form 

(SIC 8(7 

und dass umgekehrt die Gleichung b) hinreichend die Lage der 
durch sie bestimmten Punkte X in Einer Graden ausdrückt. Es 
müssen nämlich vier nach A gezogene Strahlen AX dasselbe Dop- 
pelverhältniss bilden , wie vier von denselben Punkten X nach B 
gerichtete Strahlen, folglich sind auch die auf^C liegenden Punkte 
P collinear den auf BC liegenden Punkten (31. 
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Diese Collineation der Punkte <Sl und p wird aber nach §. 144 
ni. durch die Gleichung b) ausgedrückt, folglich u. s. w. In leicht 
ersichtlicher Weise lässt sich auch der Beweis für den umgekehr- 
ten Satz umkehren. 

Diesem Satze gemäss und nach den Beziehungen a) besteht 
nun zwischen den Punkten ^' und p' ebenfalls die Relation 

folglich liegen die durch <3' und ^' bestimmten Punkte X auch in 
Einer Graden. 

Zugleich geht hieraus hervor, dass, weil dasDoppelverhältniss 
der Punkte X' dem der Punkte <^' gleich ist , und weil auch nach 
§.141 die Doppelverhältnisse der Punkte <^ und «^^ einander gleich 
sind, dieselbe Gleichheit der Doppelverhältnisse auch zwischen je 
vier Punkten X und den entprechenden vier Punkten X' stattfindet. 

2) Ausserdem ist aus der Gleichung b) , wenn sie für die ver- 
änderlichen Punkte S^ und |l unter denselben Umständen wie unter 
1) giltig ist, zu folgern, dass jede durch dieselben Punkte gelegte 
Grade {Ä|( oder x durch einen und denselben JPunkt P geht , und 
umgekehrt. Denn da die Gleichung b) die Collineation der Pjinkte 
^ und 9 ausdrückt, wobei -4 und B zwei beliebige, C aber ein sich 
selbst entsprechender Punkt ist , so ist damit auch die perspecti- 
vische Lage der Punkte <S und |l angedeutet , folglich gehen alle 
Verbindungsgraden (Äfl entprechender Punkte durch einen und 
denselben Punkt P (den Projectionspunkt). Wie leicht zu sehen, 
gilt dieser Satz auch umgekehrt. 

Setzt man nun voraus, dass die Graden a:, welche die (L4und 
OB in den Punkten |l und <Sl schneiden, durch einen und denselben 
Punkt P gehen , so findet zwischen den veränderlichen Punkten <Ä 
und ^, sowie den festen Punkten A^ B, C die Beziehung b) statt 
und wegen a) besteht dieselbe Beziehung auch zwischen <5l',|l' und 
A\ B\C', folglich gehen auch alle Graden ^'|l' oder x' durch einen 
und denselben Punkt P\ Da endlich nach a) auch die Doppel- 
verhältnisse von je vier Punkten ^ den Doppelverhältnissen von 
den entsprechenden vier Punkten <3l' gleich sind, so bestehen auch 
zwischen je vier Strahlen x und den entsprechenden vier Strahlen 
x' gleiche Doppelverhältnisse. 
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§. 162. 

Unendlieh entfernte Punkte und Grade'der colli- 
nearen Figuren. Setzt man den veränderlichen Punkt X der 
einen Figur immer als einen unendlich entfernten in der Ehene vor- 
aus , insofern man denselben eine unendlich entfernte Grade u be- 
schreiben lässt, so sind die Graden AX^ BX fortwährend parallel 
und bestimmen auf den Graden CA und CB die veränderlichen Ab- 
schnitte Cj, %A und Ci3t, ^B^ welche, wie leicht zu erweisen, an 
die Eelation 

et ß 

geknüpft sind , d. h. die Constanten - und - der Gleichung b) sind 

für diesen Fall der Einheit gleich. Die durch die entsprechenden 
Punkte x' bestimmte Grade i der coUinearen Figur, für welche die 
Beziehungen a) gelten, wird nun durch die Gleichung 

^B'^''^^A'9' ~* 
bestimmt, ist also keine unendlich entfernte Grade der Ebene, d.h. 

Den in unendlicher Entfernung liegendenPunkten 
der einenFigur entsprechen imAllgemeinen diePunkte 
einer endlich liegenden Graden der andern Figur. 

Wenn daher i die Grade der ersten Figur ist , welche den un- 
endlich fernen Punkten der zweiten entspricht, und t die Grade der 
zweiten, welche den unendlich fernen Punkten der ersten entspricht, 
so werden zwei parallelen Graden der zweiten Figur zwei sich 
auf der Graden ; schneidende also im Allgemeinen 
nicht parallele Grade der ersten Figur entsprechen und ebenso 
liegen auf i' Durchschnitte von Graden der zweiten Figur , welche 
parallelen Graden der ersten Figur entsprechen. Man nennt die 
Graden i und «' die Gegenaxen der resp. ersten und zweiten Figur. 
Die beiden unendlich femenPunkte der Gegenaxen i und i' müssen 
sich nun nach dem Vorhergehenden ebenfalls entsprechen, denn der 
unendlich entfernte Punkt Z7' von i' entspricht einem gewissen 
Punkte von i, der aber der unendlich entfernte ü auf dieser Graden 
sein muss, weil er einem Punkte der i' entspricht. 

Daraus folgt weiter : eine Parallele x zur Gegenaxe i in der 
ersten Figur entspricht wieder einer Parallelen x' zur Gegenaxe 

Witzschel, neuere Geometrie* 16 
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i in der zweiten Figur, denn der Durclii^clinittspnnkt i'x ist der un- 
endlich ferne Punkt auf i und entspricht dem unendlich fernen 
Funkte auf t', d.h. die beiden Graden t'und o:"^ haben einen unend- 
lich fernen Durchschnittspunkt oder sind parallel. Diese Paral- 
lelen zu deuGegenaxen-o; und o;' müssen, weil ihre unendlich fernen 
Punkte entsprechende sind, von den übrigen in ihnen liegenden ent- 
sprechenden Punkten ähnlich oder proportional getheilt werden. 
(§. 142.) 

§. 163. 

Geometrische Bedeutung der Constanten X und fi 
der Gleichung a) in §. 161 und Folgerungen. Hat man die 
drei Punkte A\ ^, C' der zweiten Figur als drei Punkten A^ B^ C 
der ersten entsprechende angenommen, und man setzt ausserdem 
fest, dass noch irgend zwei Punkte D' und D einander entsprechen 
sollen, so sind, wenn man/) und Z>'für die Punkte X und X' einsetzt, 
die Verhältnisse 

festgesetzt , und es wird dann zu jedem andern X der ersten Figur 
der entsprechende X' der andern bestimmt werden können. Hier- 
aus geht hervor, dass man, um zu einer gegebenen Figur eine zweite 
coUineare zu construiren , die vier bestimmten Punkten Ay B^ C, D 
der ersten entsprechenden vier Punkte A\ B\ C\ D' der zweiten 
Figur beliebig annehmen kann. Nur dürfen dabei keine drei ge- 
gebenen Punkte in grader Linie liegen, weil dann nur einer der 
Coefficienten A-, i». sich bestimmen lässt. Liegen z. B.D und 2>' auf 
den Graden AC^ A'C\ so fallen auch die Graden ^^ und ^'<3l' mit 
AC und A'C' zusammen, und es lässt sich blos der erstere Coef- 
ficient 

A§''Tf'~AD'' a:I)' 

durch Abschnitte zwischen den zweimal vier entsprechenden Punk- 
ten angeben. 

2) Sind Bi und i>, die Durchschnittspunkte der Graden Xy 
deren Punkte der Gleichung b) genügen , mit den Graden CA und 
CB , haben />/ und Dj' dieselbe Bedeutung für die coUineare Fignr 
A'B'C' und x\ so sind die Collineationscoefficienten iL und fi in a) 
bestimnlt; man hat für dieselben 
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CD, cd: , cDt c'i>; 

Daraus folgt, dass man auch Btatt vier Punkte, drei (nicht in 
grader Linie liegende) Punkte und eine Grade in der einen 
Figur beliebigen drei (nidht in einer Graden liegenden) Punkten und 
einer Graden entsprechend setzen kann. 

Statt der drei erstgenannten Punkte können leicht begreiflicher 
Weise auch drei Grade gesetzt werden, folglich können auch zur 
Construction einer coUinearen Figur beliebige vier Grade be- 
liebigen vier Graden der gegebenen Figur entspre- 
chend gesetzt werden. Nur dürfen dabei nicht drei dieser 
vier Graden durch einen Punkt gehen. 

Dagegen kann man nicht zwei Punkte Ä\ ff und zwei Grade 
c\ d' beliebigen zwei Punkten A, B und beliebigen zwei Graden c, 
d entsprechend annehmen. Denn schneiden die Graden c', d' die 
Grade A'ff in C\ D\ ebenso c , d die AB in (7, 2> , so würden bei 
solcher Annahme die vier in grader Linie liegenden Punkte A^ Bj 
C, B den ebenfalls in einer Graden enthaltenen A\ Bf ^ C\ B' colli- 
near entsprechend oder (ABCB) =(A'B'C'B') zu nehmen sein, was 
bei beliebiger Wahl von A\ B\ c\ d' nicht immer der Fall sein 
kann. Mit dem Entsprechen dieser vier von einander unabhängigen 
Elemente , nämlich zweier Punkte und zweier Graden der einen 
Figur und der gleichartigen vier Elemente der andern Figur ist 
also schon die CoUineation der beiden Figuren anticipirt. 

§. 164. 

Metrische Verhältnisse an collinearen Figuren. 
Die bezüglichen Relationen entspringen aus der Definition der col- 
linearen Figuren (§. 161), aus welcher unmittelbar hervorgeht, dass 
auf entsprechenden Graden die entsprechenden Punkte collineare 
Punktreihen und die durch zwei entsprechende Punkte gehenden 
entsprechenden Strahlen collineare Strahlbüschel bilden. 

Sind also 2>, , B^ zwei feste , X ein veränderlicher Punkt einer 
Graden in der ersten Figur, i>/, B^ und X' die entsprechenden 
Punkte der collinearen Figur , so hat man nach §. 141 

B^X _ B^X' 

B^x B;r' 

sowie auch alle übrigen daraus abzuleitenden Relationen für colli- 
neare Punktreihen. Desgleichen, sind </,, d^ zwei feste, x eine ver- 

16* 
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änderliche Grade der ersten Figur, welche sämmtlich durch einen 
festen Punkt S gehen, und sind dj^, d/, x^ die entsprechenden Gra- 
den der coUinearen Figur, welche durch den entsprechenden Punkt 
S' gehen müssen, so hat man nach §. 148 

sin d^'^x d^'^'x' 

stn d^ X rfj X 

und alle übrigen für collineare Büschel geltenden Relationen. 

2) Sind nun x und x zwei entsprechende Grade, ^,J? und A ^B 
zwei Paare entsprechender Punkte in zwei collinearen Figuren und 
schneidet AB die x in X^ A'B' die x' in X\ so hat man 

AX_ A'X' 

BX~ B'X' 
weil aber das Verhältniss AX : BX auch gleich dem Verhältnisse 
der Abstände p und q der Punkte A und ff von der Graden a*, und 
dasselbe auch bezüglich des Verhältnisses A ' X'\ B* X' und des der Ab- 
stände />' und q der Punkte A' und 1^ von x' stattfindet, so hat 
man auch 

d.h. in collinearen Figuren ist das Verhältniss zwi- 
schen dem Verhältnisse der Entfernungen zweier 
Punkte von einer Graden der einen Figur und dem 
gleichgebildeten Verhältnisse der Entfernungen der 
beiden entprechendenPunkte von der entsprechenden 
Graden der andern Figur ein constantes. 

3) Sind wieder a,6 zwei feste, a; eine veränderliche Grade, welche 
durch einen und denselben Punkt gehen , und X ein anderer Punkt 
.auf X und gilt dasselbe für die entsprechenden Graden «', b\ x so- 
wie für den entsprechenden Punkt AT' der collinearen Figur, so ist 
das Verhältniss sin a^x : sin h^x gleich dem Verhältnisse der Ent- 
fernungen p : q des Punktes X von den Graden a und ft, und ebenso 
ist sin d'^x : sin h'^x' ==/?' : q\ wenn p und q' die Entfernungen des 
Punktes X' von d und h' sind; man hat demnach auch 

d.h. in collinearen Figuren ist das Verhältniss zwi- 
schen demVerÜältnisse der Entfernungen eines Punk- 
tes von zwei Graden und dem gleichgebildeten Ver- 
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hältnisse des entäprechendeu Punktes von den ent- 
sprechenden Graden ein constantes. 

Hieraus fliessen folgende Definitionen coUinearer Figuren : 
Zwei Figuren sind collinear, wenn die Graden der 
einen denen der andern dergestalt entsprechen, dass 
dieVer hältnisse der Entfernungen ein er jeden Graden 
von dreifestenPunktenin dereinenFigur zu denVer- 
hältnissen der Entfernungen der entsprechenden Gra- 
den von drei festen Punkten der andern Figur in con- 
stanten Verhältnissen stehen; oder: 

wenn die Punkte der einenFigur denen der andern der- 
gestalt entsprechen, dass die Verhältnisse der Ent- 
fernungen eines jedenPunktes von drei festen Graden 
der einen Figurzu denVerhältnissen derEntfernungen 
des entsprechenden Punktes von drei festen Graden 
der andern Figur in constanten Verhältnissen stehen. 

§. 165. 

Flächenrelationen an collinearen Figuren. Die 
§. 161 gegebene allgemeine Construction coUinearer Figuren zeigte, 
dass die Punkte und Grade solcher Figuren einander auch derge- 
stalt entsprechen, dass, wenn in der einenFigur drei Punkte in einer 
Graden, oder drei Grade durch einen Punkt gehen, dasselbe auch 
mit den entsprechenden Punkten oder Graden der collinearen Figur 
der Fall ist. Daraus folgt, dass der Durchschnittspunkt zweier 
Graden der einen Figur dem Durchschnittspunkte der entsprechen- 
den Graden der andern Figur entspricht, sowie auch die Verbin- 
dungsgraden zweier Punkte der einen Figur der Verbindungsgra- 
den der entsprechenden Punkte der andern. 

Sind nun A, j?, (7, 2>, £, i^ sechs beliebige Punkte der einen 
Figur und ^', B\ C\ D\ E\ i^' die entsprechenden der collinearen 
Figur, sind M und N die Durchschnittspunkte der Graden JB mit 
resp. CD und EF, ebenso M und iV' die Durchschnittspunkte von 
A'B' mit C'D' und E^F\ so sind bei vorausgesetzter Collineation 
beider Systeme die Doppelverhältnisse von vier in grader Linie 
liegenden Punkten in dem einem Systeme denen der entsprechen- 
den Punkte in dem andern gleich^ also z. B. 

{ABMN) = {A'B^M'N'), 
Nun hat man auch mit Kücksicht auf §. 2*2 allgemein 



mitbin 



ebenso 
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AM:BM = AACM:BCM 
= AADM:BDM 

AM:BM = ACD : BCD = ACD : CDB , 



ANiBN=zAEFiBEF=AEF:EFB, 

folglicb (ABMN) oder 

AJ1_ AN _ ACD AEF 
MB' ]SB~ CDB ' EFB' 
Aus der Gleichbeit der erstgenannten Doppelverbältnisse ergiebt 
sieb also die Fläcbenrelation 

ACD AEF_ A'C'D\ A'E'F' 
CDB ' EFB ~ CD' Bf ' E'F'B' ' 
d. b. Werden irgend secbs Punkte ^, ^, ... ^ einer Fi- 
gur dergestalt zu vier Dreiecken verbunden , dass 
zwei Punkte (^, B) die Spitzen, und zwei gradlinige 
Abschnitte {CD^EF)^ welcbe j e zwei der übrigen vier 
Punkte verbinden, die Grundlinien dieserDreieckeab- 
geben, so ist das Doppelverhältniss zwischen diesen 
vier Dreiecken 

ACD AEF 
CDB ' EFB 
dem gleich gebild etenDoppelv erb ältnisse aus den ent- 
sprechenden sechs Punkten A\Bf . . . ^' der colli nearen 

Figur gleich. 

Das Doppelverhältniss zwischen den Flächen der bezeichneten Drei- 
ecke lässt sich symbolisch sehr einfach dadurch andeuten , dass man die 
Spitzen A^ B der vier Dreiecke zuerst, und die beiden Grundlinien CD^ 
£F in einem ähnlichen Ausdrucke zusammenstellt, wie die Punkte, zwischen 
denen die Abschnitte zu einem Doppelverhältnisse zusammengesetzt wer- 
den, nur dass man in gegenwärtigem Falle die verschiedenen einzelnen Ele- 
mente des Ausdrucks zur Vermeidung von Verwechselungen durch irgend 
ein Zeichen (Komma) von einander gesondert hält. Somit kann 

ACD AEF 

CDB ' EFB 
kürzer durch 

(A, B, CD, EF) 

angedeutet werden. Derselbe Ausdruck kann auch dienen, das Doppelver- 
hältniss {ABMN) , welches dem der genannten Dreiecksflächen gleich ist, 
anzudeuten , insofern M und N die Durchschnittspunkte der Graden AB, 
(deren Endpunkte im Ausdrucke {Ay B, \CD , EF ) einzeln angegeben 
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sind) mit den beiden andern Graden CD und EF sind. So wird auch {A^ C^ 

BDy EF) entweder das Doppelverhältniss r^jrr^ : -ttt^ oder das demselben 

gleiche der vier Punkte A^ C, P, Q bedeuten, wenn P und Q die Durch- 
schnittspunkte der Graden AC mit den Graden BD und EF sind. *) 

§. 166. 

Constriiction collinearer Figuren. Die in §. 161 be- 
merkte allgemeine Construction collinearer Figuren lässt sich in 
etwas anderer Weise noch angeben, welche directer auf die Gleich- 
heit der Doppelverhältnisse von je vier in grader Linie liegenden 
Punkten in beiden Figuren gegründet ist, während diese Eigen- 
schaft collinearer Figuren bei der oben gezeigten Construction in 
den Verhältnissen der Coefficienten o und /5 implicite ausge- 
drückt ist. 

Sind A^ J9, C, 2> vier Punkte einer Figur, von denen keine drei 
in einer Graden liegen , desgleichen A\ Bf ^ C\ D' die vier ent- 
sprechenden Punkte einer derselben coUinearen Figur, und soll zu 
einem fünften X der ersten der entsprechende X' der zweiten con- 
struirt werden , so nehme man zwei Grade z. B. CA und CB der 
einen und die entsprechenden C'^'undC^der andern Figur als Axen, 
und bemerke die Durchschnittspunkte der durch die übrigen Punkte 
bestimmten Graden mit diesen Axen, also für DA und DB mit resp. 
CB und CA^ ebenso in der andern Figur die entsprechenden Durch- 
schnittspunkte. Wird nun 

DA'CB mit <3l, DB^CA mit 9 

I/A'^Clf „ ^, D'Bf^C'A' „ §»' 

XA'CB „ y, XB'CA „ D 

rA'-C'B' „ jr, X'B'-C'A' „ ^' 

bezeichnet, so muss in Folge der geforderten Collineationsver- 

wandtschaft 

und 

{fiA^yo = {c'A'^'i^') 

sein. Man bestimme also auf der Axe C'B' einen Punkt Jf ' und 
auf der Axe C' A' einen Punkt IJ', so dass diesen Forderungen 
Genüge geschieht (§. 140) , und ziehe die Graden Jf '-4' und 1J'^, 



*) Moebius: Baryc. Calc. §. 190 u.221. 2. 
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welche sich in X' schneiden werden. Denn X liegt mit JT , A auf 
Biner Graden, folglich X' mit Jf ', A'] desgleichen liegt X mitlf^^ 
auf Einer Graden , folglich JT' mit y, B'] mithin ist X' der Durch- 
schnitt von JT'-^'und IJ'ß'. 



Collinear (perspectivisch) liegende Figuren. 

§. 167. 

Lehrsatz. Wenn zwei Dreiecke ABC, A'tiC' eine 
solche Lage haben, dass die Verbindungsgr aden ^^', 
Elf ^ CC' je zweier (entsprechender) Ecken in Einem 
Punkte P sich schneiden, so liegen die Durchschnitte 
<3l, §1, Ä je zweier (entsprechender) Seiten BC und B'C\ 
CA und C'A\ AB und A'B' auf einer und derselben Gra- 
den p. 

Denkt man nämlich zuerst die Grade ^^ gezogen, welche die 
AA\ BBf ^ CC' resp. in den Punkten A^, 5, , (7, schneide , so ist zu 
beweisen, dass der Durchschnittspunkt tf in der Graden <^JI liegt. 
Nun ist, wenn ^ als Strahlenmittelpunkt betrachtet wird, 

{CC'C,P) — {BEfB,P)', 

und wenn p als Strahlenmittelpunkt genommen wird, 

{CC'C,P) = {AA'A,P), . 
folglich 

{BB'B^P) = {AA'AiP); 

daher sind wegen des selbstentsprechenden Durchschnittspunktes 
P die Punkte By J?', B^ mit -<4, A\ A^ perspectivisch , mithin geben 
die Graden AB , A'B! , A^B^ oder ^^ durch einen und denselben 
Punkt «. 

D er Lehrsatz gilt auch umgekehrt. Denn liegen nach 
der Voraussetzung «S , ^ , tf in einer Graden , so kann man auch 
sagen, dass die Verbindungsgraden AB , A'B\ ^^ der Dreiecke 
AA'^ und BB'^ sich in einem Punkte (ff schneiden, folglich liegen 
die Durchschnittspunkte P, C\ C entsprechender Seiten AA' und 
BB", Ap und B'§i,I^A und ^B in Einer Graden, d. h. AA\ BB' 
und CC' gehen durch denselben Punkt P, 
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§. 168. 

Erklärungen und Zusätze. 1) Die Dreiecke oder über- 
haupt zwei Figuren, deren entsprechende Seiten sich in Punkten 
schneiden, welche in grader Linie liegen, oder bei denen die Ver- 
bindungsgraden entsprechender Ecken durch denselben Punkt 
gehen, heissen collinear liegende Dreiecke oder Figuren (homo- 
loge Dreiecke, figures homologiques nach Chasles). Der gemein- 
schaftliche Durchschnittspunkt der die entsprechenden Ecken ver- 
bindenden Graden heisst das Collineationscentrum (Mittel- 
punkt der Homologie) und die Grade, welche die Durchschnitts - 
punkte entsprechender Seiten enthält, die Collineationsaxe 
(Axe der Homologie). 

Aus den gegebenen Definitionen, sowie aus den Sätzen des 
vorigen §. ergiebt sich ohne Weiteres, dass die Collineationsaxe 
diejenige Grade ist, in welcher die beiden Figuren gemeinschaft- 
lichen und sich selbst entsprechenden Punkte liegen; 
denn sie sind die Durchschnittspunkte entsprechender Graden 
(§.161 u. 165). Aus gleichem Grunde ist auch das Collineations- 
centrum ein Punkt, welcher als beiden Figuren zugleich angehörend 
sich selbst entspricht. 

2) Die beiden auf die collinear liegenden Dreiecke -4^(7,^ '-^'C' 
beztiglichen Sätze des vorhergehenden §. lassen sich auch wie folgt 
ausdrücken : 

Bewegen sich die Ecken eines veränderlichen Dreiecks ABC 
in drei festen Graden AA'^ BIf ^ CC\ welche durch Einen Punkt P 
gehen, und drehen sich dabei zwei Seiten, vfieBC^CA um zwei feste 
Punkte c^ , P , so geht auch die dritte Seite AB beständig durch 
einen und denselben Punkt C, welcher mit den beiden ^ und |^ in 
Einer Graden liegt. 

Drehen sich die Seiten-^C, CA, AB eines veränderlichen Drei- 
ecks um drei feste Punkte resp. <3t, ^, €, welche in Einer Graden 
liegen, und bewegen sich zwei Ecken A und B in zwei festen Gra- 
den AA\ BB\ so bewegt sich auch die dritte Ecke C in einer Gra- 
den CC', welche durch den Durchschnittspunkt P der beiden ersteren 
AA\ BB^ geht. 

3) Die Construction collinear liegender Figuren ergiebt sich 
nach den vorstehenden Erklärungen in 1) sehr einfach und besteht 
wesentlich im blosen Ziehen grader Linien. 
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Ist die Collineationsaxe p und das Collineationscentmm P für 
zwei solche Figuren gegeben, so branclit man nur noch zwei ent- 
sprechende Punktet und ^' zu kennen, um zu jedem andern Punkte 
Jirder einen Figur den entsprechenden JT' der andern zu bestimmen. 

Zieht man nämlich die Grade AX^ welche die!Axe|9 in dem 
Punkte JT trifft , femer die PX und ^'JT, so schneiden sich die bei- 
den letztgenannten Graden in dem Punkte X\ Eine jede Grade 
der zweiten Figur findet man, wenn zwei ihrer Punkte , die zweien 
der ersten Figur entsprechen , gegeben sind ; einer dieser Punkte 
kann derjenige sein, in welchem die entsprechende Grade der ersten 
Figur die Collineationsaxe trifft. 

Sind die Collineationsaxe und zwei entsprechende Punkte A' 
und ^ der zweiten Figur gegeben, die den Punkten Auaä. B der 
ersten entsprechen, so findet man zu dem Punkte AT den entsprechen- 
den X\ wenn man zwei Grade zieht, welche sich um die Punkte 
A\ i drehen und die Graden AX^ BX auf der Axe/> in den Punk- 
ten JTi , ^t treffen. Der Durchschnittspunkt von JTi^' und ^2^ i^^ 
der gesuchte Punkt X\ 

Hierbei ist allerdings bezüglich der gegebenen Stücke voraus- 
gesetzt, dass die Graden AB und A 'l! sich in einem Punkte C auf 
der gegebenen Collineationsaxe schneiden. Bei vollständiger All- 
gemeinheit der Aufgabe darf also die Collineationsaxe nur durch 
eins der Bestimmungs demente für die Lage einer Graden, d. h. 
etwa nur ihrer Richtung nach, oder nur durch einen Punkt ilf, durch 
welchen sie gehen soll, oder durch ein anderes, dieses eine Be- 
stimmungsstück vertretendes, Element gegeben sein. 

Sind für die coUinear liegenden Figuren das CoUineationscen- 
trum -P, und zwei Grade a', h' der zweiten Figur gegeben , welche 
zweien Graden a, h der ersten entsprechen sollen, und soll zu einem 
Punkte X der ersten der entsprechende X' der andern gefunden 
werden, so lege man durch die Punkte. «•«' oder <Sl, h^h oder |l die 
Grade <3l^, welche die Collineationsaxe p ist; zieht man dann die 
Grade XC^ wenn C den Punkt a'h vorstellt, welche die p in JT trifft, 
und hierauf die JFC', wenn C' der Punkt d*b' ist , so treffen sich 
JTC' und XP im Punkte X\ Nothwendig ist hierbei, dass P auf 
der CC' liegt ; es ist somit eine der vier Graden a, a', 6, b' hinsicht- 
lich eines ihrer Bestimmungsstücke z. B. des Punktes C oder C\ nicht 
mehr willkürlich anzunehmen. 

4) Allgemein lassen sich zwei coUinear liegende Figuren auf 
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folgende Weise construiren : Wenn in der Ebene der gegebenen 
Figur noch ein Punkt P und eine Grade p gegeben ist , und man 
zieht von P nach irgend einem Punkte X der gegebenen Figur die 
Grade PX^ welche die p in dem Punkte fl trifft , bestimmt hierauf 
in derselben Graden PX einen Punkt X\ welcher der Eelation 

PX _ TßX 

PX — l^X' 

wobei A eine Constanteist, genügt, so gehört jeder derartig " 
bestimmte Punkt X* zu einer der gegebenen collinear 
liegenden Figur; für beideFiguren ist der Punkt P das 
Centrum, und p dieAxeder C olline ation. 

In beiden Figuren gehen nämlich die Verbindungsgraden XX' 
entsprechender Punkte durch denselben Punkt P, es ist also noch 
zu beweisen, dass auch die entsprechenden Graden sich auf der- 
selben Graden p der Collineationsaxe schneiden. Sind Xj , X^ zwei 
Punkte der ersten, Xj', X^ die entsprechenden der andern Figur, 
so hat man nach den Constructionsbedingungen : 

folglich 

(7>ip,^,2-.) = {p%x:x^) = i. 

Wegendes selbstentsprechenden Punktes jP sind aber die Punkte 
der beiden gleichen Doppelverhältnisse perspectivisch, folglich gehen 
die Verbindungsgraden 1^x1^%^ X,Xj,.X/X,' durch einen und den- 
selben Punkt oder die entsprechenden Graden XjX, , X/X,' schnei- 
den sich auf der |Pi|Pt ^^^^ P 9 welche also die Collineationsaxe ist. 
Die Constante A. , welche ein für die collineare Lage charak- 
teristischer Coefficient ist , ist somit der einzige , welche die colli- 
neare Beziehung beider Figuren feststellt, während für die Colli- 
neation im Allgemeinen, ohne Berücksichtigung der gegenseitigen 
Lage beider Figuren zwei Coefficienten anzunehmen erforderlich 
war (§. 161). Dieser Einfluss des besondem Lagenverhältnisses 
collinear liegender Figuren auf deren metrische Beziehungen zu 
einander geht auch aus folgenden Betrachtungen hervor. * 

§. 169. 

Construction collinear liegender Figuren abge- 
leitet aus der allgemeinen Construction collinearer 
Figuren. Setzt man in §. I61 voraus, dass von zwei collinearen 
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Figuren drei Punkte A, B, C der ersteren mit den entsprechenden 
drei Punkten A\ B\ C' der andern zusammenfallen, so gehen die 
Relationen a) zunächst in folgende über 

in welcher die Constanten k und ft beliebige Werthe haben. Die 
beiden nach diesen Relationen auf einander bezogenen collinearen 
Figuren haben dabei weiter keine Eigenthümlichkeit, als dass drei 
Punkte der einen mit drei entsprechenden Punkten der andern zu- 
sammenfallen. Werden dagegen noch die beiden Constanten 
A.und fi in a^) einander gleich gesetzt, soliegen die Fi- 
guren auch collinear; der Punkt C ist dabei das CoUineations- 
centrum und die Grade AB die CoUineationsaxe. Denn nach die- 
ser Annahme gehen die Relationen a') über in 

^B' ^'B^fj'p'A ' 

oder 

Wegendes selbstentsprechenden Durchschnittspunktes (7 gehen 
die entsprechenden Verbindungsgraden ^p, (5l'|l' durch einen 
Punkt der Graden AB und die Durchschnittspunkte X, X' von Jp 
und B^ , Ap' und B^' liegen in einer Graden , welche durch den 
Punkt Cgeht(§, 135). Auch genügen die Punkte X,X' der im 
vorhergehenden §, bemerkten Constructions weise collinear liegen- 
Figuren. Denn wenn Jß der Durchschnitt der Graden CXX' mit 
AB ist , so hat man 

XC TC^_^ ^'C _ 

XJ^' Äy~^B''^'B~^' 
mithin C das Centrum und AB die Axe der CoUineation. 

§. 170. 

Metrische Relationen bei collinear liegenden Fi- 
guren. Zu den allgemeinen Beziehungen , welche zwischen be- 
liebig gelegenen collinearen Figuren stattfinden, treten bei den col- 
linear liegenden noch besondere, welche eben aus dembesondem 
Lagenverhältniss hervorgehen, und von denen einige bereits in den 
vorhergehenden §§. erwähnt worden sind. 

1) Bezeichnen i , i' wieder die Gegenaxen oder die Graden in 
der ersten und zweiten Figur, welche resp. der unendlich entfernten 
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Graden der zweiten und ersten entsprechen, ferner p die Collinea- 
tionsaxe beider Figuren, so sind f, % und p einander parallel. Denn 
die Gegenaxe i und die unendlich ferne Grade der zweiten Figur 
schneiden sich auf der CoUineationsaxe und ebenso schneidet die 
unendlich ferne Grade die Gegenaxe i' auf der CoUineationsaxe p, 
folglich liegen die unendlich fernen Punkte von lund t' auf/? oder 
die Gegenaxen sind der CoUineationsaxe parallel., 

Trifft ferner irgend ein Strahl PXX'yom. CoUineationscentrum 
nach irgend einem Punkte X der einen Figur oder nach beiden ent- 
sprechenden Punkten (§. 168) die Gegenaxen z, i' in den Punkten 
J,J' und die CoUineationsaxe p iny, so hat man zunächst (§. 168, 4) 

(P|>XX')=A, 
und von dieser Constante hängen auch die gegenseitigen Entfer- 
nungen von P, I, «'und p ab. Denn ist U der unendlich ferne Punkt 
der Graden PXX\ so ist 

(py/[7) = (/>|pf^r) = A, 

oder, weil Pi7:0^ = — l, 

'^ \ PJ.Pr = JßJ,pj\ 

Hieraus ergiebt sich, dass der Mittelpunkt von //' mit dem 
von PTfi zusammenfällt, oder dass die Entfernung des Punktes / 
von P der des Punktes /' von "|(l gleich aber entgegengesetzt ist. 
Aus obiger Proportion folgt nämlich unmittelbar auch 

pj— ifij : T^r—pr = pj : |pr= y/ : PJ\ 

oder 

py : yp = p/: yr = y/: PJ\ 

Daraus geht weiter hervor, dass überhaupt die Entfernung 
der Gegenaxe i oder i'vom Collineationsmittelpunkte 
Pgleich aber entgegengesetzt ist dem Abstände der 
Gegenaxe j' oder «von der CoUineationsaxe. 

Dasselbe Ergebniss folgt auch schon daraus, dass die ent- 
sprechenden Punkte X, X' auf der Graden PTfi zwei collineare 
Theilungen, deren Doppelpunkte iPundfl sind, bilden, folglich fällt 
nach §. 150, 1 die Mitte der Punkte J, /'mit der vonP|fl zusammen. 

2) Seien in zwei coUinear liegenden Systemen a:, , x^ zwei be- 
stimmte Grade und 7 irgend ein Punkt des einen, a?/, x^ und F' die ent- 
sprechenden Elemente des andern Systems. Man denke sich fer- 
ner von Fai^f x^ und x^ die Senkrechten ¥X^ , YX^ und ebenso von 
F' auf ir,', x^ die Senkrechten F'JTj', F'-^T/ gefällt, so stehen schon 
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wegen der collmearen Beziehnng beider Systeme diese Senkrechten 
in constantem Doppelverhältnisse , wie auch die Graden Xi , x^ und 
der Punkt F gewählt sein mögen (§. 164,2), d. h. 

a) Ist nun die eine Orade x^ durch den CdBineationsmittelpunkt 

P gezogen, so fällt sie mit ihren entsprechenden Xi zusammen und 

es ist 

YÄ^ _PY 

mithin 



3) 






pr rx^ 

In zwei collinear liegende n Figuren ist also das 
Verhältniss zwischen dem Verhältnisse der Abstände 
zweier entsprechenden Punkte (F, F') von dem Colli- 
neationscentrum und dem Verhältnisse der Abstände 
derselben Punkte von zwei entsprechenden Graden 
(^2, x^) ein constantcs. 

Nimmt man weiter an, dass x^ die CoUineationsaxe sei, so föllt 
ihre entsprechende x^^ gleichfalls mit ihr zusammen , und man hat 
YX^ : Y'X^ = F|> : F'IP, mithin 

PY yF 

welches die in §. 168, 4 bereits bemerkte Kelation ist. 

c) Ist 0^1 in dem ersten, a:2'in dem zweiten Systeme die unend- 
lich ferne Grade, also x^ mit t und x^ mit t' zu vertauschen , und 
bezeichnet man noch die Senkrechten von Fund F'aufiiindi' 
oder YX^ und YX^ mit YJ und FV, so geht die oben bemerkte 
Gleichung 2) über in 

YJ. Y'r=X\ 

oder das Product der Entfernungen zweier entsprech- 
ender Punkte (F, F') resp. von den beiden Gegenaxen 

(i, i') istconstant. 

§. 171. 
Collineare Involution ebener Figuren. Setzt man in 
der Gleichung {PJ^XX') = l, (§. 168, 4) den Coefacienten l für die 
collineare Lage der negativen Einheit gleich, so stehen die ent- 
sprechenden Elemente beider Figuren in der besondern Beziehung 
zu einander, dass jedes derselben in der einen Figur mit dem ent- 
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sprechenden der andern Figur vertauscht werden kann , ohne dass 
dabei die coUineare Beziehung beider Figuren zu bestehen aufhört, 
d. h. beide Figuren bilden als ein Ganzes aufgefasst ein involu- 
torisches ebenes System. 

Die für dasselbe charakteristische Eelation 

{P'^XT) = — l 
lässt sofort erkennen , dass in jeder Graden , welche zwei ent- 
sprechende Punkte XX^ verbindet , die Punkte P oder das Colli- 
neationscentrum und ^ , oder der Durchschnitt von XX' mit der 
Collineationsaxe p die Doppelpunkte einer involutoriscken Punkt- 
reihe sind, welche auf der Graden durch die Paare X, X' ent- 
sprechender Punkte gebildet werden. (§. 79, 2. 3.) 

Somit ist für das involutorische ebene System das 
Collineatio nscentrum ein isolirter Boppelpiuikt und die 
Collineationsaxe jo als Inbegriff aller Punkte Jß eine 
Doppellinie derinvolution. Jeder Abstand zweier entsprechen- 
Punkte eines solchen Systems wird durch den Doppelpunkt und 
die Doppellinie harmonisch getheilt. 

Bezeichnen ferner t und i' die Gegenaxen der beiden zu einem 
involutorischen Systeme vereinigten Figuren, /, 7' die Durchschnitts- 
punkte der Verbindungsgraden XX' zweier entsprechender Punkte 
mit diesen Axen , so ist nach vorhergehendem §. 

/>/: y/=pr: !>/' = — I, 

d. h. die beiden Gegenaxen fallen in Eine zusammen, 
und zwar in eine zur Doppellinie p parallele Grade, 
welche durch die Mitte des Abstandes des Doppel- 
punktes P von der Doppellinie p geht und daher (nach 
Möbius *) d ie Mittellinie genannt werden mag. 

Zu denselben Eesultaten kommt man auch, wenn man von der 
collinearen Beziehung zweier Figuren , nach welcher drei Punkten 
in Einer Graden wieder drei in Einer Graden liegende Punkte ent- 
sprechen, ausgeht, und dabei noch voraussetzt , dass jeder Punkt 
der einen Figur mit seinem entsprechenden der andern vertauscht 
werden kann. Seien hiemach Aj A\ B, ^'vier Punkte der einen 
Figur Z^ denen A\ A, Bf ^B in der andern Z' entsprechen sollen, 
so wird man zu jedem fünften X den entsprechenden X' nach fol- 
genden rein geometrischen Betrachtungen bestimmen können. 



*) Berichte der K. S. Gesellschaft d. Wissensch. 1856. S. 143, 
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Dem Wesen der CoUineation zufolge entspricht dem Durchschnitts- 
pnnkte P von JA' und BB', oder kürzer bezeichnet, dem Punkte 
P^AA'-BB' der Punkt A'A'B^B, d.i. />; desgleichen demPunkte 
AB'A'B^^$ derselbe Punkt A'ff'AB=.$ und dem Punkte 
AE^A'B^fii derselbe A'BAB^^^KL. Jeder der drei Punkte 
Py §y fii ist also ein Doppelpunkt. Legt man durch die selbstent- 
sprechenden Punkte fj fiH eine Grade />, so ist auch §jM'AA'^ 
$fili 'A'A^^ ein Doppelpunkt und ebenso ffiH ' BBf=: %fili • BfB 
^ 1^. Aber nicht blos diese , sondern jeder Punkt €ft der Graden 
p ^ %fSli^ oder fJMp ist ein Doppelpunkt , oder p ist eine D op- 
pellinie. Denn der dem Q entsprechende Punkt Ä' muss wie- 
der in p liegen , und weil nach der Natur der Collineation irgend 
vier Punkte einer Graden und die vier entsprechenden der ent- 
sprechenden Graden gleiche Doppelverhältnisse geben, also 

ist, so muss tt mit (äf identisch, oder (^ ein Doppelpunkt sein. 

Hieraus folgt, dass auch die Punkte XIl 'p ^ H \xnAXP*p ^ 
y Doppelpunkte sind. Liegen nun die Punkte X, K, '^ der Figur 
Z in Einer Graden, so muss dasselbe auch mit den entsprechenden 
X\ U, B der Figur 2?' der Fall sein und ebenso liegen P, y , X" in 
Einer Graden , weil dasselbe mit P, y , X stattfindet. Demnach 
ist der gesuchte Punkt X' der Durchschnittspunkt von PX mit .ßV. 
Man kann auch X' als den Durchschnittspunkt von BlU und ß'H' 
bezeichnen, wenn Kl' ^ BX'p ist. 

Da von drei Diagonalen eines Vierseits AB^A'B eine jede, 
wie BB^y von den beiden andern ^^^^ und $fiSi harmonisch geschnit- 
ten wird, so sind P^ BB^ ' AA' und B^BB^'fJK harmonisch zu- 
geordnet den Punkten B^B^ und daher auch {P^XX') = — 1, weil 
J>, p, B, S perspectivisch mit P, |P , X\ X liegen. Mithin theilen 
der Doppelpunkt P und die Doppellinie p jeden Abschnitt XX' 
zwischen entsprechenden Punkten harmonisch. 

Nimmt man daher X als einen unendlich entfernten Punkt der 
Ebene an, so liegt der entsprechende / auf der Mitte von i^y, und 
alle Punkte /, die den unendlich entfernten der Ebene entsprechen, 
mag man letztere dem Systeme^ oder <£' zugehörig ansehen, liegen 
auf einer Graden i, welche der Doppellinie p parallel liegt und die 
Entfernung des Doppelpunktes P von der Doppellinie p halbirt, 
d. i. auf der Mittellinie. 

Aus den harmonischen Verhältnissen {AA'P^) = (BB'Pp) = 
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(XX'P^) = — 1 ergiebt sich weiter das involutorische Verhalten 
der Punktepaare A und A\ B und B\ X und X\ 

Anmerkung. Denkt man sich in zwei verschiedenen Ebenen £ und 
€ , deren Durchschnittslinie p sei , in der einen £ ein beliebiges System A, 
By C , , , von Punkten und in der andern ein zu demselben perspectivisches 
A\ B% C'. . ., wobei der Augen - oder Projectionspunkt P zwischen beiden 
Ebenen in gleicher Entfernung von jeder derselben liegt ; ist dann i die 
Dnrchschnittslinie von £ und einer durch P mit V parallel gelegten !B^bei\je, 
i' die Durchschnittslinie von b' und einer durch P mit £ parallel gelegten 
Ebene, und lässt man hierauf die eine Ebene um die Durchschnittslinie p 
sich drehen bis die dem Punkte P zugekehrten Seiten von £ und £' zusam- 
menfallen, so bilden die nun in Einer Ebene liegenden Punkte A,A\ ByB'j 
Cf C' , , , ein involutorisches System, deren Doppelpunkt und Doppelgrade 
resp. P und p und deren Mittellinie die in Einer vereinigten Graden t und 
t sind. 

§. 172. 

Affinität ebener Systeme. Macht man für die Gleich- 
ungen a) des §. 161, welche die coUineare Beziehung zweier ebener 
Figuren feststellen, die besondere Annahme, dass jeder der 
Coefficienten X und fi der positiven Einheit gleich ist, so ist 
das gegenseitige Verhalten beider Figuren dadurch besonders 
ausgezeichnet, dass der unendlich entfernten Graden der 
einen Figur wieder eine unendlich entfernte Grade 
der andern Figur entspricht, und somit Parallelen in der 
einen wieder Parallelen in der andern entsprechen. Sind näm- 
lich A, By C drei nicht in einer Graden befindliche Punkte der ei- 
nen, A\ Bf y C' die entsprechenden der andern Figur , so ist nach 
obiger Voraussetzung für zwei andere entsprechende Punkte X 
und X' 

^B— ^Bf' ftA~p'A" 
Rückt dabei die Grade «31 J in unendliche Entfernung , so wird 

^B—pA~'' 

und es müssen auchjSl',|l' zwei unendlich entfernte Punkte und die 
Grade <Sl'y eine unendlich entfernte sein. 

Witzschel, neuere Geometrie, 17 



folglich auch 
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Zwei Systeme oder Figuren, deren unendlich entfernte Gra- 
den einander entsprechen, heissen affine Fignren. Die betref- 
fende Verwandtschaft , die Affinität, ist somit eine besondere 
Art der allgemeineren CoUineationsverwandtschaft. Aus der an- 
gegebenen besonderen Beziehung affiner Figuren ergeben sich noch 
nachstehende metrische Kelationen. 

1) Sind A, B ^ C, D vier in grader Linie liegende Punkte der 
einen Figur, A\ B\ C\ D' die entsprechenden der andern affinen 
Figur, so besteht zwischen denselben nach dem Gesetze der CoUi- 
neationsverwandtschaft die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

{ABCD)^{£BfC'D'), 

Ist nun Z> der unendlich entfernte Punkt der einen Graden, 
so ist es auch D' in der entsprechenden des affinen Systems nnd 
damit vereinfacht sich die Gleichheit der Doppelverhältnisse in die 
der einfachen Verhältnisse 

AC _ A'C' 
CB^C'B' ' 
d. h. entsprechende Grade affiner Figuren werden 
durch entsprechen dePunkte ähnlich od er proportional 
getheilt. 

Hieraus folgt, dass die Verwandtschaft der Affinität zwischen 
Systemen von Punkten, deren jedes in einer Graden enthalten ist, 
mit der Aehnlichkeit identisch ist, oder affine gradlinige Pankt- 
reihen sind ähnlich. Dasselbe folgt auch daraus , dass die unend- 
lich entfernten Punkte beider Graden einander entsprechen. (§. 142.) 

2) Sind die Abschnitte AB^ CD der einen Figur einander pa- 
rallel, so sind es auch die entsprechenden -<4'ä', C'D' in der affinen 
Figur, und ist E der Durchschnittspunkt von AD und BC, so ist der 
Durchschnittspunkt E' von A'D' und B'C' demselben entsprechend. 

_ . AB AK , AB A E . 

Nun ist -QD^^'CE' ®^®^«<^ ^^^^'^p^» ^öl^^iß^»^®il^»^»^'°»^ 

A\ E\ C' in entsprechenden Graden entsprechende Punkte sind, 
oder AE'.CE=A'E': C'E' ist, 

ABiCD = A'B'iC'D\ 
d.h. Abschnitte von Parallelen der einen Figur ver- 
halten sich ebenso wie die entsprechend.en Abschnitte 
inder affinen Figur. 

Sind also A und C zwei Punkte und a eine Grade der einen, 
A\B^ die entsprechenden Punkte und a die entsprechende Grade 
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der affinen Figur, femer AB, CD zwei von A und C auf a gefällte 
Senkrechte, A'B\ C'i>' zwei von -i' und B' auf «'gefällte Senkrechte, 
so sind zunächst AB und CD den Graden A'B' und C'i>' entsprechend, 
weil sie zwei Paare vonParallelen sind, welche durch entsprechende 
Punkte gehen, und hieraus folgt auch 

ÄBiCD = A'Bf:C'D'', 
d.h. in affinenFiguren stehen dieEntfernungen zweier 
Punkte {A und C) von einer Graden («) in der einen Fi- 
gur in demselben Verhältnisse, wie dieEntfernungen 
der entsprechendenP unkte (^'undC') von der entsprech- 
den Graden [a) in der andern. 

3) Seien Ay B^C, D vier Punkte der einen, A\ß\ C\ D' die 
entsprechenden der andern Figur. Man fälle von C und D auf AB 
die Perpendikel C(7, , DD^ , ebenso von C' und D'* auf A'B' die ent- 
prech enden C'(7/, B'Bl, so hat man nach vorigem Satze 

CCy : DD^ = C'(7/ ; Z>'2>/, 
mithin 

CC^.AB : DD^.AB — C'C^.A'B' : B'B^.A'B\ 
d. i. 

A ABC : AABD = AA'B'C''.AA'B^D\ 
oder die Flächen zweier Dreiecke mit gemeinschaftlicher Seite ver- 
halten sich in der einen Figur ebenso, wie die Flächen der entsprech- 
enden Dreiecke der andern. Aber nicht blos Dreiecke mit gemein- 
schaftlicher Seite, sondern irgend zwei Dreiecke oder all- 
gemeiner irgend zwei Flächentheile der einen Figur 
stehen ihrem Flächeninhal.te nach in demselben Ver- 
hältnisse , wie die entsprechenden Dreiecke oder 
Flächentheile der andern. Denn ist ^5C=m^'^'C', so ist auch 
ABB :=:^mA'B'B' und, wenn E,F. ,.E\ F\ , . noch andere entsprech- 
ende Punkte der beiden Figuren sind , wegen ABB : BBE = 
ÄB^B': B'B'E\ auch BBE = mB'B'E\ und wegen BBE : BEF=:= 
B'D'E' : B'E'F' , auch ABC : BEF = A 'B'C' : B'E'F' ; desgleichen 
ABC± BGB + CDE± BEF ± . . . = m {ABC + BCB ± CBE+BEF 
+ . ..) u. s. w., wobei übrigens hinsichtlich der Flächeninhalte ent- 
sprechender Dreiecke und Flächentheile in beiden Figuren die 
Sätze der §§.22 — 24 zu berücksichtigen sind. 

Vergleicht man diesen Satz mit dem in §. 165 aufgestellten, 
auf Flächentheile collinearer Figuren bezüglichen Doppelverhalt- 
niss , so zeigt sich, dass von den zwei einfachen Verhältnissen, aus 

17* 
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denen das Doppelverhältniss zusammengesetzt ist, bei affinen Fi- 
guren schon jedes für sich allein von einer Figur zur andern con- 
stant ist. Auch hierin also lässt sich die Affinität als speciellerFall 
der Collineation erkennen. 

Jede der unter 1, 2, 3 bemerkten Eigenschaften affiner Figuren 
kann als Definition für diese Art von Verwandtschaft dienen, aus 
welcher sich die jedesmal übrigen ableiten lassen. Erklärt man 
z. B. die Affinität durch die Unveränderlichkeit des Verhältnisses 
je zweier Dreiecke von der einen Figur zur andern, oder setzt man 

voraus, wie auch die drei Punkte ^% B ^ (7 der einen gewählt werden 
mögen, so ergiebt sich folgendes. Liegen A^ Bj C in Einer Graden, 
so ist das Dreieck ABC=zO, folglich auch A'B^C' = 0, also A\ 
^, C' in Einer Graden. — Sind D und !>' zwei sich entsprechende, 
ausserhalb dieser Graden liegende Punkte , so ist ABD : BCD = 
ABiBC\mdLA'B^D'\B'C'D'=^A'B^:ffC\m\ihmABiBC=j{e'.B'C\ 
— Haben die Punkte Ay B, C, B eine solche Lage, dass die Graden 
ABy CD parallel sind, so ist ABC ^^^ ABB, mithin auch A'B'C' = 
A'B'B' und daher A'B^ parallel C'B\ — Unter derselben Voraus- 
setzung , dass AB und CD parallel sind , hat man auch ABD : CBD 
= AB : CD und A'B^D':C'B^D'=A'B':C'D\ mithin AB : CD =^'^: 
C'D\ oder entsprechende Abschnitte von Parallelen stehen von einer 
Figur zur andern in gleichem Verhältniss. 

Ebenso lassen sich die Haupteigenschaften affiner Figuren ans 
dem Satze ableiten, dass der Abstand irgend zweier Punkte der 
einen Figur von allen übrigen Graden in denselben Verhältnissen 
geschnitten wird, wie der Abstand der entsprechenden Punkte von 
allen Übrigen entsprechenden Graden in der andern Figur. 

ö) Auf letztgenannte Eigenschaft lässt sich eine einfache Con- 
struction affinerFiguren gründen, welche der oben§. 166 gegebenen 
Construction coUinearer Figuren entsprechend ist. Seien A, B, C 
und A\ B\ C' drei Punkte der einen und die beliebigen drei ent- 
sprechenden der andern Figur, X ein Punkt der ersten, zu welchem 
der entsprechende X' in der zweiten gefunden werden soll. Man 
nehme AB, AC als Axen in der einen, ebenso A'Bf , A'C' in der an- 
dern Figur, verbinde X mit B und C, welche Graden Zj^^md XC 
die AC und AB resp. in 1J und JT treffen, theile dann A'Bf und A'C' 
in zwei Punkten Jf' und 1J' so , daiss A '^' : Jf 'ß' = A^ : ^B und 
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^'H'.H'C' = ^:1JC ist und verbinde ^' mit C\ ^ ' mit J?',' so 
schneiden sich die Graden ^'C' und 1J'^' in dem gesuchten Punkte Ä \ 
6) Setzt man für die zu coUinear liegenden Figuren gehörige 
Relation (§. 168, 4) 

PX _.T^X 

voraus , dass das Collineationscentrum unendlich entfernt liegt , so 
wird PX: PX' = 1 und man hat 

d. i., weil |f ein selbstentsprechender Punkt ist, die für die Affini- 
tät charakteristische, unter 1 bemerkte Kelation. Die CoUineation 
geht also in Affinität über, wenn das Collineationscentrum unend- 
lich entfernt ist. Bei dieser Lage sind die Verbindungsgraden XX' 
entsprechender Punkte zu einander parallel. Daher finden die un- 
ter 3) bemerkten Flächenrelationen bekanntlich auch statt zwischen 
ebenen Figuren, wovon die eine die (Parallel-) Projection der an- 
dern ist. 

§. 173. 

Gleichheit ebener Figuren. Die Affinität, welche 
auf Gleichheit der Verhältnisse entsprechender Flächentheile in 
den betreffenden Figuren sich basiren lässt, (s. 3) des vorhergehen- 
den §.) geht in eine noch speciellere Verwandtschaft 
über, wenn der Exponent m des constanten Verhält- 
nisses der Einheit gleich gesetzt wird. 

Diese Verwandtschaft , welche hiemach in der Gleichheit ent- 
sprechender Flächentheile besteht, ist von Herrn Möebius (Baryc. 
Calci §. 161) Gleichheit der Figuren genannt worden und unter- 
scheidet sich, wie bereits oben §.133,3 vorläufig bemerkt worden ist, 
von der in der gewöhnlichen Elementargeometrie behandelten Gleich- 
heit dadurch, dass nach derselben nicht blos die Figuren bezüglich 
ihres Gesammtflächeninhalts , sondern auch des Inhalts ihrer ent- 
sprechenden Flächentheile mit einander übereinstimmen. Hiemach 
können z. B. nur Polygone von gleichviel Ecken in dieser engeren 
Beziehung zu einander stehen. 

Selbstverständlich behalten alle über affine Figuren gemach- 
ten Bemerkungen ihre Geltung für gleiche Figuren; so werden 
z. B. alle entsprechenden Abschnitte durch entsprechende Punkte 
in gleichem Verhältnisse getheilt u, 8. w. Desgleichen ist Aucb 
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die allgemeine Construction gleicher Figuren in der Hanptsaclie 
dieselbe wie die affiner Figuren (s. vor. §.) , nur dass hinsichtlich 
der Annahme der Punkte A\ B\ C\ welche den Punkten A, By C 
entsprechen sollen , die specielle Bestimmung hinzutritt , dass nach 
beliebiger Wahl der Punkte A' und B' dem Punkte C' eine solche 
Lage gegeben werden muss, für welche das Dreieck A'BfC' dem 
Dreieck ^^C flächengleich wird. Der Ort vonC' ist demnach eine 
Parallele von A'Bf in einem solchen Abstände h von derselben, 
dass \}i.A'B'^= ABC ist. 

Für gradlinige Systeme von Punkten geht die Gleichheit in 
Aehnlichgleichheit über , sowie die Affinität in die Aehnlicbkeit. 

§. 174. 

Aehnlicbkeit gradliniger und ebener Systeme. 
1) Die Bedingungen, unter welchen collineare gradlinige Punktreihen 
in ähnliche übergehen, sind bereits oben §. 142 u. 145, 2 erwähnt 
worden. Es ist femer leicht einzusehen, dass bei coUinearer oder 
perspectivischer Lage der betreffenden Punktreihen diese Be- 
dingungen der Aehnlicbkeit gleichfalls bestehen können. Man nennt 
dann die Punktreihen ähnlich liegend, den Projectionspunkt, 
in welchem die Verbindungsgraden entsprechender Punkte sich 
schneiden, den Aehnlichkeitspunkt. Der Aehnlichkeitspunkt 
liegt unendlich entfernt , wenn der Durchschnittspunkt der ähnlich 
getheilten Graden ein selbstentsprechender in endlicher Feme ist. 
Ist der Durchschnittspunkt der ähnlich getheilten Graden unendlich 
entfernt, also auch selbstentsprechend (§. 142), so liegt der Pro- 
jectionspunkt in endlicher Feme und zwar ausserhalb oder inner- 
halb des zwischen beiden Parallelen liegenden Streifens (äusserer 
oder innerer Projectionspunkt), je nachdem die entsprechenden Ab- 
schnitte auf beiden Parallelen gleiche oder entgegengesetzte Rich- 
tung haben (einstimmig oder entgegengesetzt sind). 

Der Fall, dass beide ähnliche Punktreihen in Einer Graden 
enthalten sind, ist bereits unter §. 161, 1 und 2 berücksichtig 
worden. 

2) Liegen die in den Punkten A^B^C, . , A\ B( ^C' . , . ähnlich 
getheilten Graden s und s' nicht collinear, sondern schief, oder ist 
ihr Durchschnittspunkt s's'^B kein selbstentsprechender, so lassen 
sich in der Ebene beider Graden zwei endlich gelegene Punkte S und 
Si bestimmen, von welchen aus je zwei entsprechende Abschnitte 
AB imiA'B^, BCvaidB^C'... unter gleichen Winkehi ASB=A'SB\ 
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BSC = ffSC\ . . miiAS,B=z IfS^A\ ASfi = C'S^A^.. . erscheinen 
die für den einen Punkt S einstimmig, für den andern 
Punkt 5| entgegengesetzt sind, so dass auch die Dreiecke 
mit der gemeinschaftlichen Spitze S SAB ^ SBC.,, und SA'B", 
SB'C'. . , einstimmig ähnlich, sowie die Dreiecke mit der ge- 
meinschaftlichen Spitze 5j SiABj S^BC und S^A'B\ S^B'C' . , . 

entgegengesetzt ähnlich sind (s. §. 22). Von diesen Punkten, 
welche nachMagnusSituationspunkteheissen mögen, kann der 
eine auf gleiche Weise wie der Punkt (Fig. 52,. S. 187) gefunden wer- 
den. Schneiden sich die Graden ^^', BB' in dem Punkte S und be- 
schreibt man maSSAB und umS^'^^zweiEjeise, so ist deren zwei- 
ter Durchschnittspunkt S der eine Situationspunkt, von welchem 
aus je zwei entsprechende Abschnitte unter einstimmiggleichen 
Winkeln erscheinen. Zur Bestimmung des Punktes 5, , von wel- 
chem aus die Dreiecke AS^B ^ BS^C. . . und A'S^B\ B'S^C', . . ent- 
gegengesetzt ähnlich sind, bemerke man, dass für diese Forderung 
die Winkel 55,^ und ^'iS,-ß' einstimmig gleich, also auch die Win- 
kel BS^A + AS^A' und AS^A' + A'S^B^ oder BS,A' xmd AS,B^ ein- 
stimmig gleich sind. Folglich haben die Winkel -^S,^V^^i^ ©ii^ö 
und dieselbe Halbirungslinie , welche die AA' in (91, die Bff in P 
treffe. Man hat dann weiter A§ii§{A' ^=S^AiS^A' ^=^AB\A'ff 
unäehenso Bp:pBr= AB: A'B',weilAS^:S^B:BA—A%:SiB':B'A: 
sein soll. Da ausserdem AB : A' B" =s AS : A'S^ so ist auch A^ : ^A ' 
= Bp:pB'=z SA:SA\ folglich S^ die Halbirungslinie vom Winkel 
ASA' und S^ von BSB^. Durch die Punkte <9l und |l ist also die 
Grade 5,^|l bestimmt. Zieht man zu derselben durch S^ eine 
Senkrechte, so schneidet diese die AA'uadBB' resp. in <?l' und p\ 
so dass {AA'^ßi') = {BB'pp') = — 1 ist. Somit ist die ^'|l', also 
auch S| bestimmt. 

Zur Bestimmung von S hätten auch zwei Kreise durch R, A, Ä 
und Rj B^ B' gelegt werden können , deren zweiter Durchschnitt 
ebenfalls S ist. *) 

3) Kommt zu den in §. 172 aufgestellten Bedingungen, unter 
welchen die Collineation in Affinität übergeht, die specielle Be- 
stimmung, dass die drei Punkte A\Bf ^C' eine solche gegenseitige 



*) Weitere Sätze bezüglich der schiefen Ldge ähnlicher Li nearfigoren 
enthält die bereits oben S, 200 erwähnte Gele^enheitssphrift d^s Herrn Dr, 
Baltzer, 
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Lage haben sollen , dass A'B^^mAB y B'C' = m BC , C'A ' ^=^mCÄ 
oder A'jE(\BfC' : C A' ^=zABiBC: CA ist, so wird das zweite von den 
Punkten A\ ^, C\ X' gebildete System dem ersteren A, B^C^X 
ähnlich sein. Sowie die. Gleichheit, kann also auch die Aehn- 
lichkeit durch Specialisirung der affinen Beziehung, nur nach an- 
derer Richtung hin, hervorgegangenen gedacht werden. Wie sicli 
leicht erweisen lässt , findet bei ähnlichen Figuren nicht blos Pro- 
portionalität statt zwischen Abschnitten einer und derselben Gra- 
den in der einen Figur und den entsprechenden auch in Einer Gra- 
den liegenden Abschnitten in der andern Figur, sondern überhaupt 
zwischen irgend zwei auch nicht in Einer Graden enthaltenen Ab- 
schnitten der einen und andern Figur. Ebenso erglebt sich das 
Verhältniss je zweier entsprechender Abschnitte in beiden Figuren 
gleich dem der entsprechenden Seiten der DreieclieABC und A'EfC', 

Aus diesen Elementars ätzen für ähnliche ebene Figuren, in 
deren Erörterung hier nicht weiter eingegangen werden soll, folgt 
noch für die Construction eines ebenen Systemes, welches dem 
gegebenen A, B^ C, X ähnlich sein soll, dass man die zwei ersten 
Punkte A\ B\ die A und B entsprechen, beliebig legen )cann. Der 
Ort von C' ist alsdann einer der Durchschnitte C', C" zweier von 
A' und B' aus mit den Halbmessern resp. mAC und m BC beschrie- 
benen Kreise, yf^^\m'==.A'B'\AB gesetzt ist. Jedes der somit 
bestimmten Dreiecke ^'^'C', A'BfC"\^i dem Dreiecke ABC ähnlich, 
doch mit dem Unterschiede, dass das eine z.B. A'B'C' nach den 
in §. 22 aufgestellten Principien mit dem gegebenen ^^C einstimmig, 
das andere A'lfC" demselben entgegengesetzt ist. Verfahrt man 
in Betreff der übrigen Punkte X' ganz so , wie es §. 172, 5 für afßne 
Figuren angegeben worden ist , so erhält man mit Zugrundelegung 
des Dreiecks A'B'C' eine der gegebenen einstimmig ähnliche 
Figur A\ Bfy C', X' ^ dagegen auf Grundlage des Dreiecks A'llC" 
eine entgegengesetzt ähnliche Figur A'B^C"X", Die Punkte X' 
lassen sich auch wie C' bestimmen, wenn man über A'^ mit-^rf-T — 
m AX und B'X' = mBX Dreiecke ^ '^'JT' construirt, die mit A'B'C' 
einstimmig oder entgegengesetzt sind, je nachdem dasselbe mit 
ABX und ABC der Fall ist. Desgleichen ergeben sich die Punkte 
X" durch Construction von Dreiecken A'B'X" die unter derselben 
Bedingung mit A'B'C" einstimmig oder entgegengesetzt sind. 

4)W ird in der Gleichung für die collineareLage zweier ebener 
Figuren §Tl68, 4 
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die Collineationsaxe p unendlich entfernt genommen , so wird das 
Verhältniss T^Xi^X' =: 1 und man hat 

PXlPX':^X, 

d. h. die beiden Figuren sind ähnlich. 

Den CoUineationsmittelpunkt P nennt man in diesem Falle den 
Aehnlichkeitspunkt, die Figuren selbst ähnlich liegend, 
und X den Coefficient der Aehnlichkeit. Je nachdem X posi- 
tiv oder negativ ist, wird /^äusserer oder innerer Aehnlich- 
keitsmittelpilnkt , d. K. P liegt auf derselben Seite zu beiden Fi- 
guren, oder zwischen denselben. Da die Collineationsaxe 
unendlich entfernt ist, so liegen die Verbindungsgraden X^X^ je 
zweier Punkte der einen Figur mit den Verbindungsgraden X^X^ 
entsprechender Punkte der andern Figur parallel. 

5) Haben die ähnlichen Figuren eine beliebige Lage , so sind 
die Figuren entweder einstimmig oder entgegengesetzt, je nachdem 
dasselbe der Fall ist mit zwei entsprechenden Dreiecken (vergl.3). 
Sind die Figuren einstimmig ähnlich, so giebt es in ihrer Ebene 
einen selbstentsprechenden Punkt S^ den Situationspunkt, 
welcher auf dieselbe Weise wie bei ähnlichen gradlinigen Systemen 
gefunden wird (s. o. 2). Denn ist S so bestimmt, dass die Dreiecke 
SAB und SA'B" einstimmig ähnlich sind, so sind auch die Winkel 
SAB und S'A'B' einstimmig gleich und weil auch die Dreiecke 
BÄX und Pf Ä X' einstimmig ähnlich sind , so hat man die einstim- 
mig gleichen Winkel BAX undi9'^'A', mithin sind auch die Winkel 
SAB + i?^jr oder SAX und SA'B' -f B' A' X' oder SA' X' einstimmig 
ähnlich. 

Für irgend zwei entsprechende Abschnitte als 
Grundlinien bildet also der Situationspunkt die ge- 
meinschaftliche Spitze zweier einstimmig ähnlicher 
Dreiecke. 

Dreht man die eine Figur in ihrer Ebene um den Situations- 
punkt, so dass die entsprechenden Graden 5^ und S-i' in Eine Grade 
fallen , und dabei entweder einstimmige oder entgegengesetzte 
Richtung haben, so fallen auch jede zwei von Saus nach entsprech- 
enden Punkten gehende Strahlen SX und SX' auf einander und 
liegen einstimmig oder entgegengesetzt, je nachdem dasselbe mit 
SÄ und SA' der Fall ist. Die Figuren sind dann ähnlich liegend 
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und 5 ist bei einstimmiger Richtung von ^A' und SX' äusserer, 
bei entgegengesetzter Bichtung derselben Graden innerer Aeh n- 
lichkeitspunkt. 

6) Sind die Figuren ABCX^ A'ifC'X' entgegengesetzt ähnlich, 
so giebt es in ihrer Ebene einen selbstentsprechenden Punkt S^ und 
zwei in demselben rechtwinklig sich schneidende selbstentsprech- 
ende Grade, von denen die eine 5, zwei einstimmig ähnliche Punkt- 
reihen, die andere 5|, zwei entgegengesetzt ähnliche Punktreihen 
enthält 

Wird nämlich der Punkt 5, wie oben (s. 2) so bestimmt, dass 
S^AB und S^A'B^ entgegengesetzt ähnliche Dreiecke sind, so lässt 
sich wie vorhin darthun,dass es auch die Dreiecke 5,-^ AT und 5, ^^'-Y' 
sind. Femer ergiebt sich leicht, dass die Halbirungslinie der Win- 
kel AS^A'j BSiB" . . .XS^X' ein und dieselbe Grade $ ist und sich 
selbst entspricht. Hieraus folgt, dass , wenn die eine Figur um die 
8 als Axe herumgedreht wird, bis die Ebene beider Figuren wieder 
mit einander zusammenfallen, dann die von ^i ausgehenden ent- 
sprechenden Graden S^X und SfX' auf einander liegen und alle 
übrigen entsprechenden Graden X^X^ und Xi'X^' einstimmig parallel 
sind, oder kurz, dass die beiden Figuren ähnlich liegen und 5| 
ihr äusserer Aehnlichkeitspunkt ist. Je zwei entsprechende pa- 
rallele Grade schneiden mithin die s in Punkten, deren Entfern- 
ungen von Si einstimmig sind und in constantem Verhältnisse 
(gleich dem Aehnlichkeitscoefficienten X) stehen. 

Eine durch Sj gelegte, zu s senkrechte Grade s^ wird mit ihren 
beiden von S^ genommenen entgegengesetzten Hichtungen nach die- 
ser Umdrehung um 8 ebenfalls auf einander fallen , also auch eine 
selbstentsprechende Grade sein. Dieselbe halbirt demnach (bei 
unveränderter Lage der Figuren) die Nebenwinkel von XS^X' und 
wird von entsprechenden Graden X^X^^ X^X^ in Punkten geschnit- 
ten , deren Entfernungen von «9j gleichfalls in constantem Verhält- 
nisse (=il) stehen, aber entgegengesetzte Bichtung haben. 
— Dreht man die eine Figur um s^ als Axe bis die Ebenen beider wieder 
zusammenfallen, so bilden die Graden Sj^und 5|X'mit den beiden 
Hälften von s sowohl als auch von $| einstimmige Scheitelwinkel, oder 
es liegen S|^undS^iJ^entgegengesetzt gerichtet in derselben Graden ; 
mithin sind wegen Aehnlichkeit von S^^X^ und S^X^X^ auch X^X^ 
und X{X^ Parallelen von entgegengesetzter Bichtung und die Fi- 
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garen in dieser Lage ähnlich liegend mit 5| als innerem 
Aehnlichkeitspunkt. 

Für die ursprüngliche Läge beider Figuren schneiden übrigens 
s und ^1 jede Verbindungsgrade XX' entprechender Punkte har- 
monisch nach dem Aehnlichkeitscoefficienten A, oder dem Ver- 
hältniss AB :A'B' = S^A: S^A' zweier entsprechender Strecken 
(§. 46, 3). 

§. 175. 

AehnlichgleichheitgradlinigerundebenerSysteme. 
Dass die Gleichheit der Figuren bei gradlinigen Systemen in die 
vollständige Ueberstimmung oder Aehnlichgleichheit übergeht, ist 
bereits oben a. b. 0. bemerkt worden. Bei gleichen Linearfiguren 
auf Parallelen oder in einer und derselben Graden hat man nur noch 
zu unterscheiden, ob die Figuren oder die Aufeinanderfolge ent- 
sprechender Punkte einstimmig oder entgegengesetzt ist. Die me- 
trischen Verhältnisse dafür sind bereits §. 151, 3 und 4 angedeutet 
worden. 

t 

Haben die gleichen Figuren -<i, ^, C. . . A\ B\ C\ , , auf zwei 
Graden einen selbstentsprechenden Punkt mit einander gemein, 
(der auch der unendlich ferne beider Graden sein kann) so sind die 
Figuren ähnlich oder gleichliegend (perspectivisch). Die Ver- 
bindungsgraden AA\ BBf y CC\ . , entsprechender Punkte gehen 
durch einen und denselben Punkt P der Ebene, der unendlich ent- 
fernt ist, wenn die Graden ABC, . . , A'B'C', . , sich in einem end- 
lichen selbstentsprechenden Punkte schneiden, oder wenn sie ein- 
stimmig parallel sind. Sind die Graden entgegengesetzt parallel, 
so schneiden sich AA\ BB\ CC' . . . in einem endlich zwischen 
ABC , ,. A B'C' . . . gelegenen Punkte P (innerer Projectionspunkt, 
Mittelpunkt). 

Treffen sich die gleich getheilten Graden in einem (endlich ge- 
legenen) Punkte Ä, welcher kein sclbstentsprechender ist, oder 
haben, wie man auch hier sagt, die Graden schiefe Lage, so giebt 
es wie bei ähnlichen Linearfiguren in ihrer Ebene einen in glei- 
cher Weise bestimmbaren Punkt 5, den Situationspunkt, von wel- 
chem aus entsprechende Abschnitte unter gleichem Winkel erschei- 
nen und entsprechende Punkte gleichen Abstand haben. Wird die 
eine Grade um diesen Punkt herumgedreht bis zwei von demselben 
nach entsprechenden Punkten gezogene Strahlen in eine Grade 
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fallen , so kommen beide getheilte Grade entweder auf einander in 
einstimmiger Lage zu liegen (congruiren) , oder sind einander pa- 
rallel und entgegengesetzt gerichtet, je nachdem jene zwei zusam- 
menfallende Strahlen gleiche oder entgegengesetzte' Richtung ha- 
ben. Im letztern Falle halbirt der Punkt S den Abstand der bei- 
denParallelen sowie jede Verbindungsgrade entsprechender Punkte, 
ist also Mittelpunkt beider Systeme. Ein Punkt S^, , von dem 
aus entsprechende Abschnitte unter entgegengesetzt gleichen Win- 
keln erscheinen, existirt als ein endlicher Punkt der Ebene nicht. 

Bezüglich ähnlichgleicher Figuren in einer Ebene ergeben sich 
nach §. 173,3,4,5 entsprechende Sätze, wenn man denAehnlichkeits- 
coefficienten der Einheit gleich setzt. Vereinigt dabei eine selbst- 
entsprechende Grade gleiche Punktreihen, so ist §. 151, 3, 4 oder 
156, 3 zu berücksichtigen. 

Sind die ähnlichgleichen Figuren ÄBCD , . , y A 'B'C'D' . . . ein- 
stimmig, was jedesmal der Fall ist, wenn irgend zwei entsprech- 
ende Dreiecke ABC^ A'BfC' es sind, so haben sie einen selbstent- 
sprechenden Punkt 5, der von entsprechenden Punkten und von 
entsprechenden Graden gleichen Abstand hat.' Haben dabei ent- 
sprechende Grade AB^ ^'^ beider Figuren verschiedene Richtung, 
so ist S jedesmal ein endlicher Punkt der Ebene , dessen Bestim- 
mung der in §. 174,2, 5 bemerkten analog ist. S wird für die Verbin- 
dungsgraden AA\ BB\ . . entsprechender Punkle zugleich der ge- 
meinschaftliche Mittelpunkt, wenn zwei entsprechende Strecken 
ABy A'B! entgegengesetzt parallel sind. In letzterem Falle 
bilden beide Figuren als eine einzige aufgefasst ein involuto- 
risches System. 

Ist eine Grade ihrer entsprechenden einstimmig parallel, so 
ist der Punkt S als der Durchschnittspunkt der einstimmigen Paral- 
lelen AA ', BBf . . . , ein unendlich entfernter. 

Sind die ähnlichgleichen Figuren ^J9CZ> und -<4 '^'C'D' einander 
entgegengesetzt, was jedesmal der Fall ist, wenn es zwei entsprech- 
ende Dreiecke ABC und A'BlC' sind, so giebt es in ihrer Ebene, 
eine selbstentsprechende Grade , welche durch die Mitten <?l, P . . • 
der Verbindungsgraden ^^', BB\ . . geht und gleichen Abstand von 
den entsprechenden Punkten hat. Die Durchschnittspunkte ent- 
sprechender Graden mit derselben bilden zwei einstimmig gleiche 
Punktreihen, deren Doppelpunkte also in dem unendlich fernen der 
Graden zusammenfallen. Die Figuren haben somit keinen end- 
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liehen selbstentspreclienden Punkt. Verschiebt man die Figuren, 
so dass die selbstentsprechende Grade ihre Lage nicht verändert 
und zwei entsprechende Punkte der genannten Punktreihen auf der- 
selben zusammenfallen, so decken sich alle entsprechenden Punkte 
derselben und die Figuren haben symetrische Lage um diese selbst- 
entsprechende Grade oder Axe. Dasselbe ist der Fall, wenn zwei 
entsprechende Grade AB^ A'B' mit einer Verbindungsgraden AJ\ 
entsprechender Punkte entgegengesetzt gleiche Winkel bilden. 

§. 176. 

Stellung beliebiger collinearer Figuren einer 
Ebene in collineare Lage zu einander. Zwei collineare 
Punktreihen konnten auf sehr einfache Weise in collineare Lage 
gebracht werden, in welcher dann durch bloses Ziehen grader Li- 
nien zu jedem Punkte der einen Reihe der entsprechende der an- 
deren sich bestimmen Hess. Es fragt sich nun , ob es nicht auch 
für ebeneFiguren ein ähnlich einfaches Verfahren giebt, zu jedem 
Punkte der einen Figur den entsprechenden in der collinearen zu 
finden. Nach der Bedeutung des Collineationspunktes und der 
Collineationsaxe als Doppelelemente collinear liegender Fi- 
guren ergiebt sich sofort, dass, wenn die vier Punktet, B, C, D der 
einen und^'jP'C'D'der andern Figur collinear liegen zu jedem fünf- 
ten Punkte X der entsprechende X' dadurch bestimmt ist , dass X 
und X' mit dem CoUineationscentrum P in Einer Graden liegen, 
und eine durch X und Jf' gelegte entsprechende Grade z.B.^ATund 
A'X'in Einem Punkte ^ der Collineationsaxe p sich treffen müssen. 
Somit ist ^"^p'AX undZ' ^ PX'A'^, Die gestellte Aufgabe ist 
somit an die Bedingung geknüpft, dass ABCD und A'BfC'L' sich in 
collinearer Lage befinden und es handelt bei zwei beliebig gelegenen 
collinearen Figuren, als welche jede zwei Vierecke angesehen wer- 
den können (§. 163), darum, dieselben in collineare Lage zubringen 
— die Möglichkeit davon vorausgesetzt, welche streng genommen 
zuerst festzustellen wäre. 

Seien ^^C2>,^'^'C'i>' zwei beliebig gelegene Vierecke in einer 
Ebene, AB und C2>, BC und BA^ CA und -Einschneiden sich resp. in 
E^ F, Q und in gleicher Weise seien E\ F\ G' die entsprechenden 
Durchschnittspunkte in der andern Figur. Man bestimme zuerst 
für beide Figuren dieGegenaxen / und i\ indem man in jeder der- 
selben zwei Paare von Parallelen zieht, zu denen die entsprechen- 
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den Graden der andern Fignr sieb in zwei Funkten schneiden, 
darch welche die Gegenaxe der letztem gehen muss (§. 162). Zu 
dem Zwecke ziehe man mit Benutzung schon vorhandener Graden 
durch D die 2>|l und 2>€ parallel resp. zu AB und ACy welche die 
^Cund^^ resp. in |l und C treffen. Man bestimme dann in der an 
dern Figur die Punkte ll'undCso, dass (^C€^|>) = (^'C'G'|') 
und {ABE€) = {A'B'ü't') ist (§. 140), und ziehe die Grade D'f\ 
welche die A'B^inJ' trifft, ebenso die I)'t\ welche die A'C' mK' 
schneidet. Die durch J\ K' gelegte Grade % ist dann die Gegen- 
axe der zweiten Figur. Desgleichen ziehe man dui'ch 2>' zwei Pa- 
rallelen 2>'Ä' und L' $' zu resp. -4 'ä' und A'C\ welche die A'G'yaA 
A'lf resp. in C und $' schneiden, bestimme in der ersten Figur 
zwei Punkte« und/ so, dass {A'C'G'e') — {ACQ€) und {A'B'Ef) 
= {ABEf) ist und ziehe die Graden />C und i>/, welche resp.^i^ 
nnd AC in / und K treffen. Die Grade JK ^ i ist dann die Gegen- 
axe der ersten Figur. Durch zwei entsprechende Punkte D und/) 
ziehe man hierauf zwei Parallelen / und /' zu den Gegenaxen t nnd 
i', so werden diese einander entsprechen und von entsprechenden 
Graden proportional getheilt werden (§. 162). Bezeicbnet man also 
die Durchschnittspunkte von / und AB ^ BC^ CA resp. mit y, er, |S, 
ebenso von /' und A'B^, B'C\ C'A' mit y', «', ß\ so hat man Da: 
I)ß:DY==: B'tt : D'ß' : Z)'/. Zu den ähnlich getheilten Graden /und 
/' bestimme man nun den Situationspunkt P, für den die Dreiecke 
PDa, PBß. . . und PD'a, PD''^\ . . einstimmig ähnlich sind, so ist 
derselbe auch das CoUineationscentrum für beide Figuren. Dreht 
man die eine Figur um denselben soweit, bis entsprechende Grade 
PD und P2>', Pa und Pa. . . in Eine zu liegen kommen, so sind dann 
die Graden / und /', folglich auch die Gegenaxen i und t' einander 
parallel. Die Figuren liegen also coUinear, da auch die Verbin- 
dungsgraden DD\ ao', ßß\ yy entsprechender Punkte durch Einen 
Punkt P gehen. 

Seien bei der coUinearen Lage der Figuren P und |)' die 
Durchschnittspunkte des Strahles jP/>i>' mit den Gegenaxen i nndi, 
ferner 1^ ein Punkt eMf PI) dergestalt bestimmt, dass y|l = ^f 
ist, so muss eine durch P mit den Gegenaxen parallel gezogene 
Grade p die Collineationsaxe sein (§. 170). Bestimmt man somit 
in der ursprünglichen Lage der Figuren aufPO und PB' die Punkte 
|li und IPs , so dass P|l, = P^^ = P^ ist, und zieht durch y, und 
^2 ™it resp. i und i' zwei Parallelen Pi und pj, so sind diese zwei 
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entsprechende Grade, welche von den Übrigen entsprechenden Gra- 
den so getheiltwerden,das8 ihre entsprechenden Abschnitte gleich 
sind. 

Da die beiden ähnlich getheilten Graden / und /' auf zweier- 
lei "Weise perspectivisch gelegt werden können, je nachdem P zum 
äussern oder innernAehnlichkeitspunkt derselben gemacht wird 
oder je nachdem die Graden / und /' rticksichtlich der Aufeinander- 
folge ihrer entsprechenden Abschnitte einstimmig oder entge- 
gengesetzt parallel werden ; so können auch für ein und dasselbe 
Collineationscentrum P die Figuren auf zweierlei Art in collineare 
Lage gebracht werden. Für jede dieser Lagen ist die Collineations- 
axe eine andere. 

Weil endlich auch die Graden / und /' noch einen zweiten Si- 
tuationspunkt P, haben, von dem aus die Dreiecke PiDcc, P^B'a 
entgegengesetzt ähnlich sind , so wird man auch noch die Fi- 
guren in collineare Lage bringen können, wenn man die eine Figur 
um eine der von P, ausgehenden Graden als um eine Axe eine (halbe) 
Umdrehung machen lässt^ bis ihre Ebene wieder mit der der andern 
Figur zusammenfallt und hierauf in derselben Ebene sie um den 
Punkt herum verschiebt, bis zwei entsprechende Strahlen PJ) und 
P^Tf in gleiche oder entgegengesetze Eichtung zu liegen kommen. 
In beiden Fällen sind für das Collineationscentrum P^ die Figuren 
collinear liegend doch wieder mit verschiedenen Collineationsaxen. 



Ausser der CoUineationsverwandtschaft wäre zunächst die Ver- 
wandtschaft derReciprocität zu behandeln, nach welcher einem 
Punkte und einer Graden der einen Figur resp. eine Grade und 
ein Punkt der andern Figur entspricht ; oder wie man auch be- 
stimmter sagen kann, derznfolge jedes Doppelverhältniss zwischen 
vier Punkten einer Graden in der einen Figur dem Doppelverhält- 
niss zwischen vier durch einen Punkt gehenden Graden in der an- 
dern Figur gleich ist. Insofern diese Verwandtschaft mit der Theorie 
der Polaren bezüglich eines Kreises oder eines Kegelschnitts über- 
haupt in zweckmässige Verbindung gebracht werden kann, ist da- 
von, sowie von der dualen Beziehung der Figuren im Allgemeinen, 
hier noch Umgang genommen worden. Hierzu kommt , dass diese 
Verwandtschaft als die einfachste Beziehung zwischen ungleichar- 
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tigen Elementen der Figuren gewissermaassen den Uebergang zu 
hohem Verwandtschaften bildet, nach welchen z, B. einer Graden 
der einen Figur eine gewisse Curve der andern , einem Funkte der 
einen eine grade oder krumme Linie der andern u. s.w. entsprechend 
gesetzt wird. Die der CoUineation zunächst stehende Verwandt- 
schaft in dieser Beziehung ist die Kreis Verwandtschaft, deren 
Theorie von Herrn Möbius *) ausgebildet worden ist, wenn auch 
Herr Magnus mehrere Andeutungen bezüglich einer solchen and 
noch allgemeineren Verwandtschaft frtiher gegeben hat. **) 

Mehrere der aus der Ejreisverwandtschaft hervorgehenden 
Sätze sind bereits im 5. Capitel §. 111 u. d. folg. nach einer früher 
von Herrn Möbius gegebenen Darstellung entwickelt worden und 
es stehen demgemäss zweiFiguienABCDE. . . A'B'C'I)'E\ . . in der 
genannten Verwandtschaft, wenn die complexen Doppelverhält- 
nisse [ABCD] , [ABCE] . . . der einen Figur, den entsprechenden com- 
plexen Doppelverhältnissen [A'B'C'D'], [A'BfC'E'],,, der andern 
gleich sind. Die Auflösung der complexen Doppelverhältnisse er- 
giebt weiter, dass in kreis verwandten Systemen die §.115 bezeich- 
neten einander entsprechenden Quatemionen, d.h. absolute Dop- 
pelverhältnisse und Doppelwinkel einander gleich sind. 

Die Kreisverwandtschaft kann man somit als eine Verallge- 
meinerung der Collineationsverwandtschaft insofern ansehen, als 
die Beschränkung aufgehoben wird, dass die von einer Figur 
zur andern gleichen Doppelverhältnisse nur zwischen Abschnitten, 
die auf je Einer Graden liegen, bestehen sollen. Sowie ferner die 
Aehnlichkeit gradliniger Systeme in die Aehnlichkeit ebener Fi- 
guren übergeht , wenn die gradlinigen Abschnitte complex genom- 
men werden, so geht die CoUineation gradliniger Systeme in die 
Kreisverwandtschaft über, wenn hierbei die Abschnitte complex ge- 
setzt werden. Die Kreisverwandtschaft stellt in dieser Hinsicht 
gewissermaassen eine potenzirte Aehnlichkeit vor. Der Gleichheit 
der Winkel bei ähnlichen Figuren entspricht die Gleichheit der 
Doppelwinkel bei kreisverwandten, der Gleichheit der Seitenver- 



*) Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geome- 
irischer Darstellung (aus den Abhandlungen der math. phys. Classe 
d. K. S. Gesellsch. d. Wissensch, 1855). 

**) Noiwelle mithode pour decotwrir des theoremes de geom^trie. Grelle 
Journal. 8. Bd. u. Sammlung von Aufgaben u. Lehrsätzen aus der analy* 
tischen Geometrie. S. 229 u. 288. 
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hältnisse die Gleichheit der absoluten Doppel Verhältnisse zwischen 
entsprechenden Graden. 

Kreis Verwandtschaft ist diese Beziehung von Herrn M ö h i u s 
genannt worden, weil sich nachweisen lässt (s. §. 118), dass, wenn 
bei solchen Figuren vier Punkte der einen in einem Kreise liegen, 
die vier entsprechenden Punkte der andern auch in einer Kreis- 
peripherie enthalten sind. 



Zusatz zu §. 166. 

Mit Berücksichtigung der in §. 32 und 38 aufgestellten Lehr- 
sätze ergiebt sich aus der angegebenen Construetion einer coUinea- 
ren Figur auch sehr leicht die Richtigkeit folgenden Lehrsatzes : 

Sind bei n Punkten einer Ebene 2 (« — 4) von einander unab- 
hängige Doppelverhältnisse gegeben, so sind auch alle übrigen auf 
Verbindungsgraden diesem Punkte enthaltenen Doppelverhältnisse 
als gegeben oder als Funktionen jener 2 (n — 4) Doppelverhält- 
nisse zu betrachten. 

Wie dieser Satz für die specielleren Verwandtschaften der 
Affinität , Gleichheit, Aehnlichkeit und Aehnlichgleichheit entspre- 
chender Weise zu modificiren ist , darüber , sowie über die K'atur 
der hieraus entspringenden Aufgaben im Allgemeinen ist zu ver- 
gleichen der Baryc. Calcul §§. 141, 143, 157, 164, 247. Für die aus 
der Verwandtschaft der Affinität, Gleichheit und Collineation ent- 
springenden Classen von Aufgaben sind zugleich an den betreffen- 
den Stellen sehr beachtentwerthe und interessante Beispiele anzu- 
treffen. 



Witzschel, neuere Geomclrie. 18 



Berichtigungen. 



S. 25 Zeile 9 v. o. vor die Worte : Setfet man etc. ist die Abschnittszafal 
2) ou setsen. 

8. 89 2L 11^ II. o» ist §• 66 tot „L ehrsatz" ete. kinsamfäg^n. 

8. 86 Z* 3 V. n. statt {CAB, ß'C'Ä) sn lesend {CAB, B'C'A% 

8. 9S Z. 6 ▼. u. ist Bach den Worten : „beetimmt werden kann '* hinzn- 
aulügeii: and aaagekelirt ist daraus abonnehmen, das» anch six A^ B^ 
A\ B' der Punkt jederzeit sich wird bestimmen lassen 
(vergl. §. 77, 3). 

8.97 der zweite Ausdruck unter ^** Z. 14 v.u. muss statt {A'ßE, 
BAB')heiBaen:iA'BE,EAB'), 

8. 101 Z. 6 V. o. sUtt EO und OF zu lesen; OE und OF. 
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